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Resumen: El ser humano, desde que nace hasta que muere,
vive en un espacio geométrico euclideo formado por su casa, por
la ciudad... En sus interrelaciones sociales, pesa y cuenta. Se
trata de un espacio vivencial, junto al conceptual, construido
y superpuesto al de la physis, al fisico. Esa superposicion con-
diciona lo perceptivo y obliga al manejo del diagrama figural
para elaborar la geometria con la cual, y de modo simultdneo,
ha construido su nicho ecolégico. Este diagrama, en su cons-
truccion y captacion, depende del propio espacio al que quiere
representar, del contexto en el cual se construye y se interpreta.
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Abstract: The human being, from birth to death, lives in a
Euclidean geometric space formed by his house, his city ... In his
social interrelations, he weighs and counts. This is an experien-
tial space, along with the conceptual, constructed and superim-
posed on the physis, namely, on the physical space. That super-
position conditions perception and forces to manage the figural
diagram in order to elaborate the geometry with which, and
simultaneously, he has built his ecological niche. This diagram,
in its construction and acquisition, depends on the same space
it wants to represent and on the context in which it is construc-
ted and interpreted.
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1. En momentos como los actuales, y en los paises occidentales, el ente de
razén que fue llamado por Ortega y Gasset, entre otros, “el hombre de la ca-
lle” y que, en lenguaje mads actual, se califica de ciudadano, maneja y domina
todo tipo de artefactos como, en particular, el mévil y el ordenador, la tableta.
Su mundo, su espacio vivencial, es un espacio compuesto de artefactos entre
los cuales vive: la casa, el mévil, la television, la nevera, la ciudad... Con una
“radical inseguridad arrogante”, para parafrasear a fray Luis de Ledn, ese
ciudadano, como ciudadano armado de los “derechos fundamentales del
hombre”, opina de todo y acerca de todo.

Pero cuando se enfrenta con la Matematica suele reaccionar o con respeto,
pero a distancia, o con claro sentimiento de rechazo por haber sufrido en su
juventud el denominado “fracaso escolar”. La Matematica, quiza se le muestre
clave para la ciencia segun el tépico, pero poco mds podrd decir ese ciudada-
no. Ante la Matematica ya no cabe lo opinable y se le muestra como disciplina
limite, aparentemente infranqueable. Un saber propio de unos cuantos, los
matematicos, a los que se ve, en todo caso, como un tanto extravagantes. Lo
que, por otra parte, viene apoyado por algunas series televisivas... En cuanto
al contenido, el Hacer matematico le es radicalmente desconocido, lo cual
tampoco le importa para nada y se queda en las “cuentas”; y a pesar de los
afios de aprendizaje en la Escuela permanece, con la afirmacion de Paulus,
como un ser “anumérico”’.

Y, sin embargo, aunque crea tener ese limite aparentemente infranquea-
ble, ese ciudadano, en el mundo occidental actual, vive en un ambiente de
artefactos estrictamente matemadtico y mantiene unas relaciones vivenciales y
sociales enmarcadas por lo matematico. Una matemadtica, por supuesto, que
se puede calificar de elemental y, sobre todo, “material” por no formalizada
pero que ha permitido construir el nicho ecolégico en el que vive, siente, pien-
sa, sufre, muere... el llamado ser humano.

2. El hombre, desde que llevé a cabo la Revolucién agricola hace unos
catorce mil afios, es decir, desde que se convirtié en ser humano —y acudo
a uno de los mitos de Prometeo, el convertido en tragedia por Esquilo en su
Prometeo encadenado’—, ha construido la casa como el artefacto basico en el que
vivir. Artefacto “artificial” porque la casa, como edificio, no viene dado en
la physis como puede venir dada la cueva, sino que ha de ser construido con
materiales que a su vez han de ser transformados de los dados en la physis.
Aungque artificial al no darse en esa physis por si, se ha convertido sin embargo
en el lugar natural en el cual vive el hombre. Con la casa, la ciudad, las carre-
teras y todos los demds artefactos que lo entornan y con los que vive y de los
cuales y para los cuales vive en la sociedad estructurada por el capitalismo
econémico-social.

1 John Allen Pautus, El hombre anumérico, Barcelona, Tusquets, 1990.

2 EsquiLo, Prometeo encadenado, en Tragedias, Madrid, Gredos, 1993.
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En el instante actual, el ser humano, desde que lo es, nace inmerso en el
hueco que han dejado elementos geométricos como las paredes, los techos,
los suelos..., los espacios que él ha construido apoyédndose en la geometria
métrico euclidea que va construyendo simultdneamente. Desde el nacimien-
to, y a lo largo de su vida, y hasta su muerte, vive encerrado en ese espacio;
hasta cuando muere, se introduce su caddver en un féretro construido métrico
euclideamente...

Es lo construido geométricamente en su concrecién material, lo que consti-
tuye el auténtico nicho ecolégico del ser humano individual, el espacio viven-
cial en el que transcurre toda su vida, su muerte.

Esa construccién se ha apoyado en un tipo especial de geometria: la métri-
ca euclidea. Una geometria que tampoco estaba dada en la physis y que ha ido
construyendo de manera “material”, no formal, a la vez que iba construyendo
con ella su nicho propio.

Al hacer una pared, al trazar una puerta, ha ido creando la perpendiculari-
dad y, con ella, el paralelismo; ha ido estableciendo, desde su practica material
con la plomada y la escuadra o gnomon, los diferentes elementos geométricos
que terminardn convirtiéndose en elementos conceptuales a largo plazo, in-
dependientes ya de esa realizacién material constructiva, aunque siempre se
encuentran ligados, enlazados con la misma.

Esa experiencia vital, constructiva, ha llevado a la construccién de la casa,
de la calle, de la urbe y es la que ha ido potenciando unos elementos concep-
tuales, implicitos en un primer momento, pero que han llevado a establecer,
también, otro instrumento o artefacto, la razén. Un artefacto, la razén, con la
que se pasa a manejar esos elementos experienciales implicitos y desgajarlos
como artefactos conceptuales, culturales para ser convertidos en sistemas ted-
ricos que sean aptos para ensefiar y aprender. Un enlace material-conceptual
que ha propiciado la elaboracién de disciplinas que han de engarzarse como
tales desde esa razén. Disciplinas que, desgajadas de su aplicacién concreta,
van a constituir otro espacio, ahora conceptual, en el cual también practica
sus vivencias el ser humano aunque ya tinicamente un cierto tipo de ese ser,
calificado ahora de cientifico.

No solo en lo espacial, también en cuanto al nimero y al peso, para seguir
la tradicién. Todos los seres humanos, desde esas viviendas y en sus interre-
laciones sociales, intercambian relaciones numéricas: al tomar un café, una
bebida, paga y hace cuentas; en un comercio, al realizar la compra tiene que
contar, sumar, restar, comparar productos y precios... y, por supuesto, calibrar
el peso de los articulos que se lleva a casa cada dfa para la comida. Y a esa vida
experiencial de cuentas y de pesos se suman las noticias de las radios, la tele-
visién, los periédicos... que van llenas de cifras: la de muertos en carreteras o
en las diferentes guerras y atentados que se tienen a diario sobre la Tierra, de
dineros llevados por unos u otros, de nimero de huelgas y manifestantes, de
subidas y bajadas de IRPF sea lo que sea esta sigla...
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Précticamente toda la vida de ese llamado ciudadano gira en torno al nt-
mero, el peso, la figura. Nuestro nicho ecoldgico es, realmente, un nicho ma-
temadtico geométrico-numeérico y, sin embargo, no lo apreciamos como tal, se
nos escapa por sernos tan natural que no percibimos que participamos de él de
modo esencial como también, seres escindidos, participamos de las vivencias
ahora culturales y, ya muy en concreto y mds especial todavia, matemdticas.

3. En lo espacial, lo geométrico euclideo, que desde la materialidad con-
creta de lo constructivo ha llevado a lo conceptual, corresponde a un espacio
especial muy determinado. Un espacio que no es el de la physis sino un es-
pacio artificial que obliga a unos elementos experienciales diferentes de los
que se tendria en el espacio en principio natural y que, desde lo actualmente
construido, se ha convertido en artificial. Porque lo que cabria considerar en
principio natural se ha convertido en un espacio acotado por alambradas, por
tapias y, ademds, un espacio que aparece roturado o sembrado o repoblado
por el hombre. Quedan muy pocos espacios de la physis que hoy se puedan
considerar auténticamente virgenes, no contaminados por la mano humana.
Lo natural es, desde hace ya bastante tiempo, lo tinicamente manipulado por
el ser humano.

Esta escisién entre lo natural y lo construido, entre lo material y lo concep-
tual conduce a unos tipos de percepcién diferentes a lo que cabria esperar de
lo estrictamente sensorial. La habitacién en la que nos encontramos, el pasillo
o las calles por las cuales andamos, las carreteras por las que viajamos, han
sido construidas de manera métrica euclidea y esa construccién nos conduce
a percibir de una manera determinada: las paredes “sabemos” que son para-
lelas y, por ello, las consideramos como paralelas aunque, de hecho, nos sea
imposible verlas como paralelas. Sabemos de su equidistancia pero esa equi-
distancia no la percibimos; la asumimos tanto material como conceptualmen-
te. Y de tal manera que algin autor puede afirmar de manera radicalmente
redundante y dogmatica que “la geometria métrico-euclidea es la que mejor
se adapta a nuestra percepcién de los fendmenos cotidianos”. Redundante
porque esos fenémenos cotidianos se dan, precisamente, en el espacio métrico
euclideo que previamente se ha construido y que es el que nos obliga, desde
el conocimiento y no desde lo estrictamente perceptivo, a captarlos métrico-
euclideamente. Lo que ha hecho el hombre es construir el a priori kantiano
que, contra ese a priori y por el contrario, es lo que no se percibe, no se nos da
ante la sensibilidad.

Es la misma trampa que se tiene en la ensefianza de la geometria métrico-
euclidea, que se comete en la historia que da cuenta de los Elementos de Eucli-
des®. Una de las obras mds bdsicas de la cultura humana, porque en ella se
formaliza la geometria que el hombre empez6 a elaborar desde que establecié
la Revolucién agricola y que consolidé toda la arquitectura posterior, la actual

3 EBucuLipes, Elementos, Madrid, Gredos, 1991.
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asi como de la elaboracién de los artefactos que rodean al hombre. El conte-
nido formalizado en los Elementos ha sido la base para la construccién, preci-
samente, del nicho ecolégico y vivencial humano con independencia ademads
de espacio geografico, tiempo, formas de gobierno, ideologifas... Todas las
ciudades del mundo mds o menos desarrollado siguen el mismo esquema, el
mismo patrén constructivo geométrico espacial métrico.

Las proposiciones euclideas, en su versién original, en su versiéon geomé-
trico sintética y no algebraica, exigen del diagrama figural para su concepcién,
enseflanza y demostracion. Un diagrama visual que se tiene que ir dibujando
paso a paso, que se traza y se borra en la pizarra, en el papel. Lo que im-
porta en ese diagrama es su proceso constructivo y no ya el resultado del
proceso, no ya lo que finalmente queda en esa pizarra, en el papel porque no
basta decir, como queria Brahmagupta, jMira! El diagrama se acompafia del
lenguaje ordinario ~hablado o escrito- que muestra, igualmente, su absoluta
necesidad: son las dos caras de un proceso que condiciona de manera radical
lo que ha de percibirse.

Al afirmar, “sea un segmento” —lenguaje ordinario—, de modo inmedia-
to se traza una linea en el encerado, en el papel o, como querfa Kant, en la
imaginacién. Y, por supuesto, quien la traza, quien la ve, no percibe lo que
auténticamente tendria que percibir, no percibe el trazo de tiza con su grosor,
la mancha de tinta o ldpiz en el papel: percibe lo que se le dice, percibe el
segmento. Como percibe el punto cuando se indica “sea un punto” en el que
se situar la punta de un compds para trazar un arco...; un punto que, por
supuesto es, con lenguaje de antiguo alumno, un “punto gordo”.

Para llegar a esa percepcién, ademads del obligado contexto de estar situado
en un hacer geométrico sintético, he afirmado que se incorpora una trampa: el
diagrama se realiza en una pizarra, en un papel que son precisamente trozos
de un espacio métrico euclideo, de un espacio de curvatura cero.

Cabria realizar el diagrama en otro tipo de superficie, métrica igualmente,
pero no plana. El proceso constructivo figural serd el mismo pero no el resul-
tado tanto conceptual como perceptivo. Aunque, por supuesto, el punto que
se dibuje seguird siendo un “punto gordo”, como la linea o el segmento segui-
ran siendo unas manchas de tinta o de tiza sobre esa superficie y que se siguen
percibiendo como puntos y segmentos aunque ya estos no sean “lineales”.

Diagrama figural necesario, pero percepciones y conclusiones diferentes.
Es una afirmacién que apoyo, como trato de hacer siempre, en experiencias
vividas, en lo experiencial. Para ello doy un recuerdo personal: comencé mi
etapa de profesor de matemadtica en el Instituto Ramiro de Maeztu en Madrid
en 1961. En su Seminario, magnifico en aquella época, encontré una pizarra
esférica; no sé si todavia hoy se conserva. En ella pasé tiempo trazando dia-
gramas geométricos con mi cuerda y mi tiza. Haciéndolo, construyendo los
diagramas sobre esa superficie encontré de modo experiencial que, por ejem-
plo, la suma de los dngulos de un tridngulo ya no era dos rectos porque de
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hecho podia trazar tridangulos con dos dngulos rectos. Que postulados como
el de poder alargar indefinidamente un segmento lineal, eran correctos, si,
pero esa prolongacién indefinida era acotada, no infinita; que por dos puntos
podian pasar infinidad de rectas... La geometria métrica euclidea se presen-
taba incorrecta a pesar de las afirmaciones kantianas entre otras; la verdad
atribuida a sus axiomas por la corriente aristotélica, no por la postulacional
platdnica, era un mito, un engafio*.

Claramente, era algo que ya habia aprendido en la Facultad de Matemati-
cas: alli se me habia ensefiado la existencia de otras geometrias métricas y de
otras, como la proyectiva, que no eran métricas en principio y en las cuales
el diagrama no podjia ser, ya, figural. Pero lo que obtuve con esas manipu-
laciones, en esa accién sobre la pizarra esférica, fue la experiencia de que la
interpretacion de los diagramas venia dada no solo por su construccién figu-
ral concreta sino que en esa interpretacién era esencial el contexto en el que
situar, en el que realizar esos diagramas.

Es correcto afirmar que el diagrama figural es esencial para las demostra-
ciones sintéticas euclideas, si, pero sabiendo que siempre se hace con trampa,
siempre se hace en un espacio métrico euclideo y por ello esos diagramas son
correctos 0, mds bien, conducen en su construccién, al resultado correcto.

Ese espacio es justamente el que ha ido construyendo el hombre en un
entorno, minimo, de la superficie terrestre. Y la captacién de otro tipo de dia-
grama figural hay que transformarla para que, en otros espacios, pueda tener
el mismo papel que tiene en ese entorno minimo euclideo del papel, de la
pizarra.

Entorno minimo sobre la superficie terrestre porque en esa construccién lo
primero que tiene que hacer el hombre, a través del arquitecto, es fundamen-
tarlo, aplanarlo, es decir, convertirlo en un plano euclideo para poder realizar
la construccién requerida de la casa, de la urbe, de la calle, del aeropuerto.
Manipular, transformar un entorno de la physis, siempre ampliable paso a
paso, para llevarlo a ser la urbe, la ciudad en la cual vivimos, pero también
para poder construir el arenario, la pizarra, el papel sobre la mesa en los cua-
les trazar, construir los diagramas euclideos correspondientes.

4. Aceptado el engafio, aceptado que para estructurar conceptualmente lo
geométrico material construido se maneje precisamente un entorno minimo
de superficie euclidea —sea el arenario, la pizarra plana, el papel-, se tiene que
en esa superficie se pueden trazar esquemas o recetas de figuras de las que pe-
dir el drea, el volumen y no solo el disefio previo de la casa, de la urbe. Recetas
y disefios en los cuales, por ejemplo, se encuentren ternas que, leidas poste-
riormente, indiquen que dan cuenta de las relaciones métricas del tridngulo
rectdngulo. Relaciones que solo muchos afios después podrdn establecerse

*  Javier DE Lorenzo, EIl método axiomdtico y sus creencias, Madrid, Tecnos, 1980.
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demostrativamente desde el plano conceptual creado por la razén. Lo mismo
que se establecen recetas para calcular el volumen de un cuerpo como la pi-
ramide o el trapecio. Recetas y disefios arquitecténicos constructivos, aunque
no se den argumentaciones para su aceptacion, que viene avalada siempre
por la practica.

En el proceso evolutivo del ser humano hay que aceptar la materializacién
de un proceso constructivo como el arquitecténico, en el cual se parte del dise-
fio del edificio a construir, del disefio de la urbe. Un diagrama en el plano que
es previo a su realizacién material, aunque hoy dia ese disefio pueda realizar-
se en el ordenador. Con ello se potenciaba, a la vez, el cardcter prospectivo del
cerebro humano: el disefio es, siempre anterior a su plasmacién material y se
realiza en funcién de un futuro...

Solo una vez que se ha construido la casa, la urbe, tendrd sentido la pregun-
ta por una determinada proposicién que precisamente se haya materializado
en esa casa, en esa urbe. Asi, cabe preguntarse por la verdad de una propo-
siciébn —convertida en teorema en este caso— como la que establece las tres
perpendiculares, estructura bdsica para el mantenimiento de una habitacién,
pongo por caso. Teorema de las tres perpendiculares que, en su materialidad
concreta, estamos percibiendo constantemente aunque no nos demos cuenta
de esa captacién, percepcién que, por otro lado, tenemos que aprender a verla,
tenemos que requerir de alguien que nos la ensefie en su materialidad con-
creta y no ya en su concrecién conceptual. Con una precision, en el entorno
de un camping con tiendas de campafa canadienses, en un igloo esquimal
es pregunta carente de sentido y no ya en cuanto a su verdad sino incluso en
cuanto a su sentido en sf.

Son procesos —las recetas, el disefio— que culminan en la estructuracién de
lo aprendido para ser ensefiado, para ser mantenido en la memoria. Como tal
proceso se van estableciendo unas reglas de juego que hay que seguir y que,
de lo contrario, se resulta penalizado; penalizaciéon que supone en arquitec-
tura, por ejemplo, la caida del edificio. Reglas que de alguna manera se van
incorporando en un ejercicio argumentativo en el que se va imponiendo otro
artefacto al que llamamos razén.

Con una insistencia: lo que esas recetas van estableciendo tanto en lo mate-
rial como en lo conceptual no dan la verdad semaéntica respecto a la physis en
s, sino respecto a lo ya construido. Con sus aplicaciones, con su ensefanza,
esas recetas obligan a ver lo que no se ve y a no ver lo que se ve. Obligan a
que en el diagrama, en su proceso constructivo, se admita la captacién de lo
no captable y a no captar lo estrictamente sensorial. Cuando se afirma sea un
punto, un segmento, una linea cualquiera y se acompaiia del trazado corres-
pondiente en la pizarra, en el papel de unos “borrones”, he indicado que no
hay que ver esos borrones como tales sino que hay que verlos como punto,
como rectas, como lineas o las figuras que en cada momento se indiquen.
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Alaidea anterior de que una proposiciéon como la de las tres perpendicula-
res inicamente es verdadera en una determinada construccién, la propiciada
por la geometria métrica euclidea, agrego ahora que ningtin tridngulo trazado
en la physis es tal que la suma de sus dngulos es dos rectos: nadie puede soste-
ner que esa afirmacion sea verdadera de lo trazado, aunque sea trazado en un
trozo de superficie plana euclidea. Sin embargo, conceptualmente es verdade-
ra porque en el espacio conceptual construido a partir del material, el punto,
el segmento carecen de extension, carecen de materialidad. Es lo que la razén
pide que se admita y es lo que aparece en el llamamiento explicito en lo que se
escribe en el texto que acomparia al diagrama. Desde ese llamamiento se pasa
a ver lo que la razén pide que se vea. Un pedir que en su término original es
postular. Un proceso imaginativo que va mas alld del estrictamente sensorial
perceptivo. Es lo que obliga a ver vestido al Emperador desnudo y desde esa
visién se argumenta para comprobar, demostrativamente, lo pedido...

5. Ejemplifico esquemdticamente lo anterior tomando dos autores muy
distantes pero que reflejan con nitidez lo que estoy afirmando.

Los procesos sefialados en la linea constructiva figural geométrica nos lo
muestra Platén en sus dos pasajes matemadticos de su didlogo Menén. En el
primero (82 b y ss.) aparece con radical nitidez el papel constructivo de la
razén matematica, papel que tiene sus dos caras: por un lado y en este caso,
la palabra hablada; por otro, el diagrama que se traza. La cuestion hace leja-
na referencia a dos temas, a dos problemas que se hardn tépicos en el hacer
matemadtico griego y en su legado: duplicar un cubo, originalmente para el
altar de Apolo; el manejo de las magnitudes inconmensurables, el papel de los
irracionales, si es que tienen alguno.

La pregunta de Platén es, en apariencia, inocente: construir un cuadra-
do de area doble de un cuadrado dado. Como se estd en geometria métrica
euclidea —naturalmente algtin siglo anterior a la formalizacién postulacional
realizada por Euclides—, lo primero es trazar la figura del cuadrado del que
se pide duplicar el drea. Para facilitar la cuestién, se postula que su drea sea
la unidad y, por ello, al realizar el diagrama, se afirma que el lado mide la
unidad. Aunque son afirmaciones que, en si, carecen de importancia para el
tema central.

El esclavo de Menén, que domina la lengua atica pero que desconoce todo
del Hacer matemadtico, ha de resolver la cuestién. Ante la figura, la respuesta
es inmediata: duplicar el lado. Sécrates, también inmediato, traza el cuadrado
resultante en el cual se ve que su drea es cuatro veces la original, no doble; el
intento de solucion, fallido. Bien, el argumento continta, el esclavo prosigue
en su intento.

Lo que me interesa destacar es el enlace entre palabra y diagrama y que,
al final, es el diagrama el que, en el fondo, resuelve la cuestién. Al trazar
las diagonales de cada cuadrado de los cuatro que se han establecido en el
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cuadrado de drea cuatro que se ha dibujado tras la primera respuesta del
esclavo, se tiene un cuadrado de lado v2 y que es tal que duplica el drea del
original. Problema resuelto, pero dejando en el aire otra serie de cuestiones:
en concreto, es v2 el lado de ese cuadrado doble y por ello se tiene que desde
lo inconmensurable se alcanza lo conmensurable. Porque en principio v2 no
es par, ni impar, ni racional. Para la cultura griega, ;es niimero? Habria que
acudir al didlogo Teeteto, entre otras fuentes.

Donde Platén muestra el razonamiento matemdtico como nitidamente
postulacional es en el segundo pasaje de Mendn (86e, 87a), el pasaje que se
inicia con la peticién

“consiénteme que consideremos por hipétesis lo de si es ensefiable o no lo es.
Y al decir ‘por hipétesis’ quiero decir a la manera como con frecuencia razonan
los geémetras™,

y soy yo quien enfatiza. Pone, de inmediato, un ejemplo geométrico como en
el pasaje anterior de muy dificil interpretacion.

El matematico postula o pide que se acepte una proposicién como hipéte-
sis y, argumentando, se logran unos resultados. Si se aceptan los postulados,
las hipétesis, es preciso aceptar la conclusién porque esta se impone con nece-
sidad derivativa, sintdctica aunque desde el principio no se plantee para nada
la verdad semadntica de lo pedido. Puede ocurrir que esta conclusién sea un
disparate. Y entonces, como la primera proposicién no se sabe si es verdadera
0 no, es hipétesis, hay que volver a razonar nuevamente, pero ahora a partir
de su contraria. En este reiterar el proceso argumentativo se obtendra otra
conclusién diferente de la primera. Hay casos en que en el punto inicial no se
da una simple escisién de dos casos, puede haber mds: v2 no se sabe si es 0 no
numero, es decir, si es par, impar o racional. Por hipétesis, supongamos que
V2 es par y, entonces... Segundo paso, v2 supongamos que es impar...

Lo que interesa destacar es que, para Platén en su didlogo Menén, los ged-
metras manejan un tipo de razonar que seria inviable si en lugar de postular,
de pedir que se acepten unas proposiciones como hipétesis, se afirmara que
las mismas eran verdaderas semédnticamente o eran axiomas, verdaderas en si
por evidentes. Carecerfa de sentido negar la evidencia, lo que no ocurre con lo
pedido, lo postulado. En cualquier caso, se tiene, aqui, la afirmacién de uno de
los mecanismos mds potentes del Hacer matematico: el proceso de reduccién
al absurdo.

Platén nos hace ver que el razonamiento matemdtico es un tipo de razo-
namiento hipotético-deductivo por un lado. Por otro, y por todo lo anterior,
constructivo apoyado en la palabra —hablada o escrita- y en el diagrama. Un

5 PLATON, Mendn, Madrid, Instituto de Estudios Politicos, 1958.
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razonamiento que, a pesar de ser hipotético, es deductivo, es decir, se requiere
en él la necesidad derivativa, deductiva de lo argumentado.

Por hipotético-deductivo, las reglas se pueden cambiar. Es el mismo
proceso que se tiene en el establecimiento de la Constitucién de cualquier
estado que se pretende democrdtico: se establecen unas reglas de juego que
los ciudadanos han de cumplir. Como reglas de juego delimitan unos tipos de
comportamiento que han de ser ajustados a esas reglas y que, de no seguirlas,
serdn penalizados. Reglas que no son verdaderas ni en sf como axiomas, ni en
sentido alguno semdntico. Simplemente son normas o reglas de accién para
regular la accién humana. Como tales pueden variarse cuando las circunstan-
cias lo hagan viable. Ninguna Constitucién es sagrada como tampoco lo es
ningun sistema tedrico conceptual geométrico.

6. El proceso constructivo matemdtico en lo geométrico, plasmado en la
casa, la urbe, los artefactos que nos rodean y de los que vivimos, suponen
la creacién en lo conceptual de un tipo de espacio muy especial, he dicho
anteriormente. Las reglas de juego que los postulados euclideos establecie-
ron determinan un espacio que solo se fue poniendo de relieve muchos afios
después del manejo tanto material como conceptual de la geometria métrica
euclidea. En ese proceso me detengo en la contribucién de Blas Pascal.

Para Pascal, el gedmetra, el matemadtico, maneja cuatro tipo de magnitu-
des: espacio, tiempo, movimiento, nimero. Son magnitudes que no puede
definir porque “se supone que se sabe cudl es la cosa que se entiende por estas
palabras: movimiento, niimero, espacio’“’. En particular esas magnitudes, con
el tiempo, corresponderian a las disciplinas mecanica, aritmética, geometria.
Las cuatro tienen un enlace necesario y reciproco porque no se puede imagi-
nar el movimiento sin algo que se mueva; ese algo es una cosa y, siendo una,
esta unidad es el origen de todos los niimeros; el movimiento no puede ser sin
espacio y se realiza a lo largo del tiempo.

Es un enlace tan absolutamente necesario que Dios lo tuvo que emplear en
su creacion del mundo y, en esa creacién, de todas las cosas que han de parti-
cipar de estas cuatro magnitudes. Pascal transforma la expresion de Sabiduria
11, 21, en Deus fecit omnia in pondere, in numero et mensura; transforma la frase
biblica ddndole un sentido radicalmente creacionista.

Cuatro magnitudes que poseen unas “propiedades comunes”, cuyo co-
nocimiento “abre el espiritu a las mayores maravillas de la naturaleza”. Voy
citando frases textuales de su optisculo De 'esprit géométrique. Y la propiedad
principal que comparten esas cuatro magnitudes “comprende las dos infini-
dades que se encuentran en todas: una de grandeza y la otra de pequefiez””.
Dos infinitos compartidos por todas esas magnitudes, pero enfocados como

¢ Blaise Pascat, Oeuvres completes, Paris, Gallimard, 1945.

7 Blaise Pascat, “De l'esprit géométrique”, en Oeuvres completes, p. 584.
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extremos entre los que se encuentran las magnitudes de los cuerpos que nos
rodean: “Cualquiera que sea el movimiento, el niimero, el espacio, el tiempo,
hay siempre uno mayor y otro menor de manera que todos ellos se tienen
entre la nada y el infinito, estando siempre infinitamente alejados de esos
extremos”®. Dos infinitos que, por la caracterizacién que de ellos establece
Pascal son, realmente, infinitos potenciales o, més precisos, se identifican con
ilimitacién.

En el Extracto de un Fragmento de la Introduccion a la Geometria, que es un
muy breve y esquemdtico resumen tomado por Leibniz de unas lecciones
escritas por Pascal para las nifias de Port-Royal y que es lo tnico que se ha
conservado de dichas lecciones, se establecen las caracteristicas propias del
espacio que es, ahora y en particular, materia de la Geometria.

El Primer principio afirma que el objeto de la geometria pura es el espacio,
del cual considera la triple extensién en tres sentidos o dimensiones distintas
que son longitud, anchura y profundidad. De manera implicita nos indica
Pascal que no hay direcciones privilegiadas en este espacio, que es un espacio
isétropo.

Los dos Principios siguientes dan las propiedades esenciales de este es-
pacio, las que comparte por lo antes dicho con las restantes magnitudes: “El
espacio es infinito en todas las direcciones”, e “inmoévil en cada una de sus
partes”. Principios que el hombre conoce por su “luz natural” como “prime-
ras verdades””.

El espacio geométrico se ha identificado, por estas dos propiedades, con
el espacio fisico, con una de las magnitudes con las que el Demiurgo cre6
el universo. Un espacio que es infinito, en palabras de Pascal, palabras que
hoy se pueden interpretar como “ilimitado”, con lo que se sitda, asi, frente a
la concepcién tradicional, atribuida al aristotelismo, de que el espacio fisico
es finito, centrado en la Tierra —o en el Sol, lo que para Pascal da igual- y
limitado por la esfera de las estrellas fijas. El infinito pascaliano rompe esta
limitacién, esta frontera.

Es un punto en el cual Pascal enlaza con sus experimentos sobre el vacio.
Un vacio que ha encontrado en el tubo barométrico tras su experiencia en el
Puy de Dome de septiembre de 1647. Un vacio del que indica, en su respuesta
polémica a las criticas del jesuita Noel a la exposicién que ha realizado Pascal
del experimento, que no es la nada ni el pleno, no es materia ni ausencia de
materia. Define ese hueco como un espacio vacio, porque de momento no
sabe de qué puede estar compuesto, aunque si afirma que estd estructurado
por lo geométrico. En esa respuesta al padre Noel afirma en palabras que
retoman la caracterizacion del espacio geométrico antes citada del Extracto:

8 Ibid.

®  Extrait d’un fragment de I'Introduction a la Géométrie de Monds. Pascal”, en Oeuvres com-

pletes, p. 603.
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“lo que llamamos espacio vacio es un espacio que tiene longitud, anchura y
profundidad, inmévil y capaz de recibir y contener un cuerpo de parecida
longitud y figura; y es lo que se llama sélido en geometria, en la cual solo se
consideran las cosas abstractas e inmateriales” 0.

Pascal instaura un espacio fisicamente neutro pero que es a la vez recepta-
culo o contenedor de todos los cuerpos. En febrero-marzo de 1648 escribe una
carta a Le Pailleur defendiéndose de nuevos ataques recibidos por el padre
Noel acerca de la existencia o no del vacio. En esa carta, ademas de precisar las
condiciones que debe cumplir toda definicién nominal, reitera su concepcién
del espacio contenedor, fisico pero a la vez conceptual:

“El espacio, en general, comprende todos los cuerpos de la naturaleza, tal que
cada uno en particular ocupa una cierta parte; (...) aun cuando todos sean
moviles, el espacio que ocupan no lo es; porque cuando un cuerpo se mueve
de un lugar a otro no hace mds que cambiar de lugar, sin llevar consigo aquél
que ocupaba en el tiempo de su reposo. (...) Lo que ha dejado permanece
siempre firme e inconmovible, sea vacio o pleno, siempre en parecido reposo,
este amplio espacio cuya amplitud abarca todo, es tan estable e inmévil en
cada una de sus partes como en el total”!%.

Un espacio absoluto infinito en cuanto a su grandeza y en cuanto a su
pequeriez. Un espacio que, por estas caracteristicas, es homogéneo e isétropo.
Un espacio en el cual se incorporan, o mds bien abarca, los cuerpos sélidos
geométricos. En otras palabras, un espacio en el que se puede desarrollar la
geometria métrica euclidea.

David Hilbert, en su conferencia de 1925 Acerca del infinito, invierte el or-
den de presentacion:

La suposicién de un espacio infinito es una consecuencia directa, necesaria,
de la geometria euclidiana'®.

Ello implica que la naturaleza, la physis, jamds podré seguir esa geometria
métrica euclidea. Pero esta tiltima afirmacién no es estrictamente matematica,
indica Hilbert, sino observacional y dependiente de otras disciplinas fisicas,
en concreto de dos teorfas que son la teoria cudntica y la teorfa gravitacional.
Son estas teorias fisicas las que han puesto de manifiesto que el infinito en
grandeza y el infinito en pequefiez, ahora como infinitos en si y no como equi-
valentes a ilimitacién, no se cumplen en la realidad fisica. Una realidad para
la cual, segtin Hilbert, la mejor geometria o la mds adecuada, es la métrica
eliptica.

Blaise PascaL, “Response de Blaise Pascal au trés bon Réverend Pere Noél”, en Oeuvres com-
pletes, p. 377

Blaise PascaL, “Lettre de Pascal a M. Le Pailleur”, en Oeuvres completes, p. 383.

David HiLeert, “Acerca del infinito”, en Fundamentos de las Matemdticas, México, UNAM,
1993, p. 87.
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Pero Pascal estd en el siglo XVIL. Y su posicién serd la que adopte, de manera
radical, Newton para elaborar la Mecanica. Como punto de partida, el espacio
absoluto, homogéneo, is6tropo, ilimitado y, en particular, infinito; un espacio
estructurado geométricamente por la geometria métrica euclidea y donde los
cuerpos se mueven con su masa inercial. En ese espacio, la masa se considera
concentrada en un punto: se encuentra reducida a su centro de gravedad. En
cualquier caso, todo cuerpo posee una masa inercial propia, especifica y se
encuentra en movimiento uniforme. Puntos masivos en movimiento y de tal
manera que la primera afirmacién que se establece como principio aceptable
por la “luz natural”, la Primera ley de la Mecdnica newtoniana es que todo
cuerpo sigue en su estado de reposo o movimiento uniforme si no hay causa
que lo interfiera. Para que haya cambio de movimiento tiene que existir, y es
la segunda ley, una fuerza que provoque una aceleracion a ese cuerpo de tal
manera que este seguird la direccién y el sentido que esa fuerza le imponga
con una aceleracién proporcional, siempre, a su masa inercial.

Hasta aqui un espacio y dos leyes de pura imaginacién donde lo per-
ceptible sensorial se hace radicalmente inviable: no sé si alguien capta o ha
llegado a captar perceptiva, sensorialmente un punto masivo, un cuerpo
tnico moviéndose de manera uniforme en un espacio vacio... Es la tercera
ley, o principio de la Mecdnica, la que “llena” ese espacio con dos cuerpos al
menos, asi como con la gravitacién como fuerza atractiva instantdnea, accién
independiente de distancia alguna, aunque se formalice como inversamente
proporcional a su cuadrado.

Me detengo en las notas que caracterizan ese receptdculo fisico que es el
espacio vacio de Pascal pero que, a la vez, es el contenedor del universo, el
creado por Dios y punto de partida de la Mecdnica racional, que se quiere que
sea el espacio fisico en el cual nos encontremos, equidistantes entre los dos
infinitos pero también entre el todo y la nada. Esas notas son, precisamente,
las de ser homogéneo, is6tropo, ilimitado. Tres notas que son totalmente anti-
perceptivas sensorialmente.

Afirmar la ilimitacién es atentar de modo radical contra lo perceptivo: aun-
que subamos a lo mds alto de una montafia en dia claro, sin nieblas ni nubes,
nuestra visién siempre alcanzard un limite, un horizonte. Un horizonte que
se puede ir modificando conforme nos vayamos moviendo, ciertamente, pero
siempre lo tendremos ahi, aunque sepamos que podemos avanzar y que, por
ello, podemos concebir la ilimitacién. Concebirla, si, pero nunca percibirla.

Lo mismo en cuanto a la isotropfa, porque en lo perceptivo sensorial si
captamos diferencia entre delante y detrds, arriba y abajo. Lo mantenemos
en el lenguaje y desde siempre, con una serie de valoraciones asociadas a los
sentidos espaciales que se hacen muy dificiles de erradicar. Porque son las
notas vivenciales que percibimos, son las sensaciones con las que de hecho
vivimos y sentimos.
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Lo que indico es que el espacio métrico euclideo en si y no ya nociones
como la del paralelismo de nuestra habitacién o del aula, de la calle, es
antiperceptivo o, lo que es lo mismo, el espacio perceptivo sensorial no es
métrico-euclideo y no solo en el conceptual al que hacia referencia Hilbert. Y
sin embargo, este es el espacio que imponemos desde lo conceptual y desde
lo material construido en el nicho ecoldgico en el que vivimos, trabajamos,
amamos, sufrimos, morimos...

Un punto en el que se agrega la afirmacién mantenida desde Galileo, Des-
cartes, Locke... en cuanto a la existencia de dos tipos de cualidades diferentes,
primarias y secundarias, asociadas a los cuerpos y que son distintas entre lo
fisico y lo vivencial. Como Pascal afirma, en ese espacio se encuentran los
cuerpos que llamamos sélidos en geometria, sélidos que son inmateriales y
abstractos pero que poseen las mismas propiedades, las primarias, del espacio
en el que se encuentran. Las propiedades secundarias, las sensoriales, las que
percibimos, son las que deben marginarse en el estudio experimental de la
physis y solo deben ser aprehendidas las propias del marco que establece la
Mecénica racional, las que no son percibidas de inmediato.

El contexto educativo o histérico es el que hace que “veamos” un punto
cuando alguien explica en la pizarra unos rudimentos de geometria y ello has-
ta el extremo de que se provoca un desasosiego, un espasmo mental, cuando
de repente alguien afirma: “un punto son dos puntos”, “una recta son dos rec-
tas”. Aparte de la incorreccién de las frases, esas afirmaciones chocan con lo
aprendido, con lo establecido. El1 9 de octubre de 1956 fueron, después de un
cortés saludo, las primeras expresiones que of en la Facultad de Ciencias de
Madrid, en la primera clase de Geometria 1: en la pizarra, unos dibujos que ya
estaban realizados, y que habia que copiar, parecian ser la representacién de
esas frases. Después, y por la explicaciéon que daba aquél catedratico junto a la
pizarra, resulta que no eran dos, sino tres los puntos, tres las rectas o mds bien
los segmentos, los que andaban en juego o, en realidad, un punto en si y los
otros dos eran como sus sombras, sus proyecciones sobre dos planos. Y esos
dos puntos o sombras, las proyecciones ortogonales, eran precisamente los
dibujados en la pizarra y lo que sensorial, perceptivamente se captaba aunque
lo que se tenia que captar era el punto en el espacio con sus dos proyecciones,
sus sombras que, ademds, estaban abatidas en el mismo plano.

Un inicio realmente prometedor el de aquella primera leccion de Geome-
tria que mostraba, con toda su crudeza, el papel del diagrama en el Hacer
geométrico, en la matemadtica, a la vez que el papel del matematico que lo
construia, del que lo ensefiaba, del que lo aprendia.

Ciertamente eran las primeras nociones de la Geometria descriptiva, de los
principios del sistema de representacion diédrico que se justificaban porque
en aquella época estudidbamos juntos los matemaéticos y los arquitectos en
esta asignatura. Para la Geometria descriptiva, imprescindible el diagrama,
como no podia ser de otra forma, pero imprescindible el contexto en el que su
construccién se situaba.
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7. Imponemos a nuestro mundo vital, a nuestras vivencias mds intimas
y desde que nacemos, un espacio material construido que es lo mds antiin-
tuitivo posible, un mundo vital encerrado en lo métrico-euclideo que, por
otro lado, nos provoca otra serie de vivencias agresivas: las esquinas de las
puertas, de las ventanas son, material y conceptualmente, perpendiculares
pero las vemos como agudas puntas de flecha, lo mismo que las esquinas de
los libros, de las mesas...

Un espacio vital, vivencial que no se liga tinicamente a lo geométrico fi-
gural, a lo métrico euclideo. Porque lo geométrico va mds alld de lo figural
euclideo, y no me refiero por modo exclusivo a realizar el diagrama en pizarra
esférica, por ejemplo. Lo geométrico se incardina también con la escritura,
con el ideograma y lo hace a través de lo algebraico, a través de la geometria
algebraica que inicia Descartes, entre otros'.

Aqui el diagrama figural que hace llamada a la figura geométrica como en
el caso euclideo es inviable. El diagrama se convierte en esquema, en proceso
imaginativo que va mds alld de lo figural representativo. Asf, se puede trazar,
y se traza en el papel, en la pizarra, la conica del absoluto y se hace ver cémo
dada una recta, se pueden trazar dos paralelas por un punto exterior a la mis-
ma. Se afirma tener una representacién, un diagrama de geometria proyectiva
plana al agregar la cénica del infinito al plano euclideo o, como mucho, dar
una posible idea de la geometria lobachevskiana.

Mis alld de las geometrias sintéticas se hace necesario, imprescindible, un
esquema como la flecha que representa el funtor o que manifiesta la aplicacién
de una estructura sobre otra. Un esquema que permite “ver” cémo cualquier
funcién entre dos conjuntos se compone de una suprayeccion, una biyeccién y
una inyeccién, por ejemplo. Un ver que exige, por supuesto, de un previo co-
nocimiento del que mira o, en otras palabras, del contexto en el cual se realiza
el esquema. Y no entro en ejemplificaciones propias del lenguaje de categorias
donde los diagramas de flechas se muestran absolutamente imprescindibles
para caracterizar nociones como la de topos, por ejemplo.

Es lo mismo que se exige en los casos que he mencionado de “sea un pun-
to”, o “un segmento”... La materializacién tanto del diagrama figural como
del esquema en el sentido antes mencionado requieren de un contexto con su
aprendizaje incorporado para que esas construcciones tengan sentido como lo
pueda tener una pregunta acerca de la verdad de una proposicién como la del
teorema de las tres perpendiculares.

Este contexto, con su obligado aprendizaje, supone un cierto tipo de expe-
riencia que ya es conceptual, entrafia la experiencia y manejo de un espacio
conceptual junto al espacio vivencial propio de cada individuo. Ya va maés
alld de lo estrictamente vital minimo del ciudadano o del hombre de la calle

13 Javier De Lorenzo, “El discurso matemdtico: Ideograma y Lenguaje natural”, Mathesis 10, n.3

(1994), 235-254, reimpreso en Pensar en la Matemdtica, Granada, Comares, 2015. cap. 7.
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en el que también se incardinan otros elementos matemdticos como ya he
sefalado: el contar y el pesar, entre otros. Pero que para el matematico en si,
este nuevo dmbito conceptual se convierte, realmente, en parte de su propio
espacio experiencial.

Junto al diagrama estrictamente figural, se tiene ahora que la escritura
se hace esencial. Fue la escritura sobre papel la clave para el desarrollo del
comercio que requeria de los libros de cuentas, a dos columnas con el Haber
y el Debe, o para la aparicién y manejo de la letra de cambio. Con la escritura,
los sistemas de numeracién posicional que llegaron a eliminar el dbaco. Y las
cuentas en el comercio exigian del papel asi como del surgimiento de una
nueva profesién en la Italia del siglo XIII, la del matemadtico con la aparicién
de hasta cinco escuelas de calculistas en la Florencia de esa época.

La numeracién escrita aparece, asi, como un elemento necesario, mas ne-
cesario atin que la existencia del diagrama figural geométrico para desarrollar
la geometria métrica euclidea, mds alld del esquema para desarrollar teorias
como el lenguaje de categorias, el dlgebra homolégica, los fibrados... Porque
esa numeracion escrita subyace, precisamente, a todas las demds disciplinas
en las que el espacio conceptual se ha ido desarrollando.

Lo escrito va mds alld de los sistemas de numeracién, por supuesto. La
geometria algebraica se hace inimaginable, y no solo impensable, sin el len-
guaje notacional algebraico. Un lenguaje que ha de ser aprendido para poder
no solo entender sino para poder llegar a dominar y sobrepasar constructiva-
mente el contenido de la disciplina matemadtica correspondiente.

Como lenguaje especifico, es lo que se impone como limite de lo opinable
para el ciudadano, para el “hombre de la calle” porque ahora no puede arti-
cular palabra, opinién alguna. Su espacio vivencial tiene, aqui, una frontera
insalvable.
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