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El lector tiene en sus manos un paralelepipedo de hojas rectangulares en las
cuales las lineas impresas se encuentran en lineas paralelas. Si alza la vista ha-
cia la ventana observara rectangulos inscritos en otros rectangulos: los marcos
delimitan el cristal por donde penetra la luz. Las paredes de la habitacién son
dos a dos paralelas entre si y, a la vez, perpendiculares a techo y suelo. No ya la
habitacion, la casa ha sido construida segiin la geometria métrica euclidea. Al
igual que el edificio y la ciudad en la que habita, el tren que le traslada a otra
ciudad, los distintos artefactos que maneja y con los cuales y por los cuales vive.

Geometria métrica pero también topologia; se pasa de una habitacion a
otra, de unos entornos a otros con sus fronteras obligadas. Por otro lado, al
tomar un café, al realizar la compra, se hacen cuentas y se suma y se resta. Si
escucha la radio, oird el niimero de muertos en accidentes, de eres, de drones
derribados por la aviacién ucraniana, de porcentajes, pero también de proba-
bilidades de que se produzca lluvia para el fin de semana préximo.

Geometria métrica, topologia, aritmética, probabilidades y algo que se
ha convertido en artefacto esencial para todo ciudadano: el mévil. Supone
manejar un artefacto cuya base es la programacién. Y los algoritmos corres-
pondientes conducirian a hablar desde la inteligencia artificial y su aliado in-
dispensable la robética hasta de los big data.

Matematica asociada a tecnologia como base de nuestra vida. Un hacer in-
dispensable que condiciona nuestros comportamientos, hasta el momento final.

Un hacer que por todo ello exige, obligadamente, ser pensado en lo que
denominar Filosofia, Filosofia de la Matematica. Pensamiento que, como todo
pensar, muestra su diversidad de caras, de planos, de enfoques. Es lo que el
lector encontrara en los ensayos que siguen, escritos por matematicos y filéso-
fos centrados en pensar la matematica.

La Filosofia de la Matemaética tuvo en los finales del siglo XIX y prime-
ros anos del siglo XX unos momentos de auténtico esplendor. En esos afos
se produce una profunda ruptura epistemoldgica en el hacer matematico: de
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manejar la ecuacién diferencial, la funcién, la cuddrica como objetos de es-
tudio y, desde su particularidad, alcanzar una cierta generalidad, se pasa a
manejar conjuntos, clases, globalidades que, en un primer momento, fueron
de puntos y ndmeros para pasar, de modo inmediato, a ser de objetos de natu-
raleza cualesquiera. En metéfora no sé si muy acertada, lo que ahora importa
es el rebafio y no cada uno de sus componentes, de tal manera que, al final,
tampoco se tiene el rebafio concreto, sino un conjunto de objetos, todos en
abstracto, sin importar la naturaleza de tales objetos.

Ello supuso admitir nuevos conceptos con sus niveles y polisemias incor-
porados; asi, el infinito actual, con toda una cohorte de distintos niveles de
infinitos, y aceptar nuevos tipos de definicién, como la definicién por abstrac-
cién o implicita, y nuevos modos de razonamiento o formas de manejar anti-
guos medios, como la definicién por induccién completa. Desde los trabajos de
Dedekind, manejando clases de ntimeros racionales, o de Du Bois-Reymond,
Cantor pas6 a construir todo un mundo conjuntista con clases de cardinales y
de ordinales de érdenes infinitos con objetos de naturaleza desconocida. Con
una precision: si Cantor se limita al manejo de conjuntos sin especificacién
interna, los demas matematicos tratan de manejar las globalidades o clases
que posean algun tipo de estructura, aunque no importe la naturaleza de sus
objetos. Es la linea de Dedekind, la de Du Bois-Reymond.

En paralelo, Frege construye una conceptografia con la que pretende trans-
cribir la Teoria de niimeros y, a partir de aqui, toda la matemética hasta en-
tonces conocida. Una conceptografia que se convertird, realmente, de simple
lenguaje para expresar la aritmética y a partir de ella el resto de la matema-
tica, en una nueva légica, la denominada légica formal o matemética. Poco
después, Peano escribird un primer fragmento de la Aritmética en lenguaje
estrictamente formal, estableciendo la primera axiomatica de la Aritmética.

El manejo de clases o conjuntos hace que la apoyatura en la imagen geomé-
trica se elimine y quede, como mucho, para la ensefianza, pero no para el
hacer matemético en si. Ya la aparicion de las funciones denominadas tera-
tolégicas habia provocado la imposibilidad de su representacion: funciones
“bien” definidas, pero con infinitos puntos de discontinuidad en su dominio.
Era imposible su representacion grafica, al igual que en Geometria Proyectiva
se manejaba la clasificacién de cuadricas con una imposible representacién en
el plano. Bien entendido que ello no supone la desapariciéon del ideograma,
sino la apariciéon de una problemética nueva ligada al lenguaje simbélico, que
es esencial para el hacer matematico: se trata, mas bien, del paso de un geome-
trismo a un lenguaje ideografico mas ligado a los procesos algebraicos.

En esta ruptura, y en el hacer que se impone, surgen unas antinomias que
parecen destruir la base de las nuevas construcciones. A encontrar remedio,
para tratar de fundamentar el nuevo modo de hacer, y ello con terminologia
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arquitectonica, se dedican los matematicos. Con duras polémicas incluidas,
los matematicos piensan sobre su hacer y se van decantando una serie de pos-
turas que, a lo largo del primer tercio del siglo XX, quedan claramente delimi-
tadas bajo los nombres de logicismo, formalismo, intuicionismo.

Matematicos logicistas son un primer Frege, Peano y especialmente Russell,
quien intenta bordear las dificultades antindmicas construyendo una teoria
de tipos. El maximo representante del formalismo es David Hilbert, quien
hara escuela con su metafora de la arquitectura de la matematica, que ten-
dra su méaxima expresién en la escuela bourbakista de los afios cincuenta. Un
intuicionismo estructuralista se iniciard con Poincaré quien, entre otras cons-
trucciones, elabora los inicios de la topologia algebraica, pero serd Brouwer
quien, ademds de su construccion de la topologia conjuntista, construird un
enfoque estrictamente finitista apoyado en la intuicién.

Son mateméticos que piensan en su hacer, pensamiento que en unos pri-
meros momentos identifican con el de una fundamentacioén ya segura para el
hacer que construyen. Insisto en este hecho: matematicos, y muy buenos ma-
tematicos, auténticos constructores de nuevas matemaéticas, que piensan en
su hacer y construyen tres lineas de fundamentacién en un primer momento
divergentes y con duras polémicas, para ir amortiguandose en el tiempo tales
desavenencias. Un pensamiento que no impide que continten en su trabajo
creador estrictamente matematico.

En esa labor otros matematicos, como los procedentes de la escuela al-
gebraica italiana, con sus representantes en la escuela rusa, van a coincidir
con los posteriores trabajos de la escuela bourbakista. Esta surge en los afios
treinta, pero alcanza su plenitud en los cincuenta. Formada por matematicos
franceses excepcionales, sigue las lineas trazadas por el formalismo de Hilbert
e impone su ideologia de una matematica tinica, con su arquitectura propia
apoyada en el lenguaje conjuntista, sin llamada a figura geométrica alguna,
con un tipo de demostracién estrictamente formal y sin enlace con cualquier
otro tipo de ciencia: el matematico es matematico y si hay disciplinas con las
que en épocas anteriores se tenia un enlace intimo, asi con la fisica o la filoso-
fia, ahora ese enlace se rompe. Una posicién como la de Poincaré indicando
que la matematica no podia encerrarse en una torre de marfil hay que elimi-
narla radicalmente. La ideologia bourbakista llega a imponerse incluso en la
enseflanza media bajo el nombre de “matematica moderna”.

Ideologia bourbakista que se impone como dogma desde los mediados
del siglo XX y el matematico aparentemente deja de pensar en su hacer: deja
a un lado las cuestiones semifiloséficas, semimatematicas para centrarse en
su labor. El matematico parece dejar esa labor en manos de los filésofos. Sin
embargo, hay matematicos que no siguen esa ideologia. Asi se tiene la figura
de Hermann Weyl, que enlaza intuicién con axiomatica, y en los instantes en
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los que se esta creando Bourbaki, dos normalianos coetdneos, Lautmann y
Cavaillés, van a elaborar un pensamiento profundo sobre la matematica como
matematicos, aunque no pudieron seguir al ser fusilados por los nazis poco
antes de finalizar la Segunda Guerra.

De modo simultaneo, en los primeros anos del siglo XX la Fisica sufre
sus propias rupturas epistemolégicas: la teoria de la relatividad, la mecanica
cudntica. La imagen de la “realidad” se altera de modo profundo. A discutir
esas rupturas, especificamente en la teoria de la relatividad con sus repercu-
siones en los conceptos de espacio y tiempo, se dedican filésofos ligados a la
Escuela de Viena. Filosofos que se van a centrar, igualmente, en la filosofia del
lenguaje. Con una inflexién, una filosofia del lenguaje que girara hacia una
filosofia analitica.

Desde ella, algunos filésofos pasan a establecer un tipo de filosofia de la
matemadtica centrada basicamente en la discusion de las tres grandes corrien-
tes: logicismo, formalismo, intuicionismo. Una discusién centrada, mas bien,
en la légica matematica y en los diferentes matices que se pueden observar
en estas tres tendencias. Temas que no afectan al matematico creador. Esta
corriente, unida al enfoque puritano bourbakista, hace que la fractura con el
hacer matematico sea total y que no haya una filosofia del hacer matematico
que practica el matemaético.

En el altimo tercio del siglo XX se produce lo que se denominé una ruptura
con la concepcién heredada en el caso de las ciencias positivas. En paralelo,
en el hacer matemdtico también se observo un alzarse contra el bourbakismo
formalista excesivo y, por supuesto, contra cualquier tipo de fundamentacién
ya definitiva de una matematica estimada tinica y dada para siempre. Desde
algunos frentes se intenta un pensar la matematica desde dentro de la mate-
matica: tener presente el hacer matematico, lo que de verdad hacen los mate-
maéticos en sus construcciones.

Movimiento que, a su vez, hizo ver que algunos bourbakistas no seguian
el credo oficial a rajatabla. También pensaban sobre lo que hacian y, algunos,
exigian el enlace con la fisica, por ejemplo. Y serd desde el bourbakismo desde
el que surge una de las figuras mas grandes del hacer matematico: Grothen-
dick. Su obra supone una inflexién no solo en el grupo Bourbaki, sino en todo
el hacer matemaético de finales del siglo XX, en la construccién matemaética,
pero también en el pensamiento sobre esa construccion, como se tiene en sus
escritos que se han ido publicando en los ltimos afios del siglo.

Siguiendo la estela de Grothendieck y usando la matematica para reflexio-
nar sobre la matematica, desarrolla su obra Fernando Zalamea. De amplia
cultura, al estilo de los matematicos creadores, ademas de hacer y ensefiar
matematica, ha trabajado la obra de Peirce, ha traducido al espafol y comen-
tado la obra matematica de Lautmann, ha escrito un monumental libro sobre
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Grothendieck, ha publicado Filosofia sintética de las matemdticas contempordneas
y, en un giro, inicia un nuevo enfoque, una Critica del hacer matematico con
la idea de captar el auténtico proceso creador del matematico.

Es en la misma linea en la que se sitda Luis Espafiol, matemaético e histo-
riador de la matematica con obras como la dedicada a Julio Rey Pastor o la
Historia de la Real Sociedad Matematica Espafiola. Desde una breve historia
de la teoria de conjuntos cantoriana llega a la axiomatizaciéon de la teoria de
categorias realizada por Lawere. Inmediato, y aceptando la expresién de Can-
tor de que la “esencia de la matematica es la libertad”, expone la aparicién de
teorias de conjuntos alternativas a la cantoriana, al estilo de las geometrias
no-euclideas, obtenidas a partir de la teoria de categorias y topos. Menciona la
integracion de la 16gica intuicionista como instrumento matematico y realiza
una breve comparacion entre la matematica clasica y la intuicionista, campo
en el que menciona alguna de sus contribuciones originales.

A finales del siglo pasado y primeros afios del siglo XXI surge un movi-
miento de caracter mas filoséfico, aunque ligado en parte con algunos mate-
maticos, que se quiere centrar en la practica matematica y que llega a fundar
una Asociacion Internacional de la Practica Matematica. Es a esta linea de
pensamiento a la que se ligan los ensayos que siguen.

Uno de los fundadores de esta Asociacion es José Ferreirds. De entre sus
trabajos se puede mencionar que ha traducido y estudiado la obra de Dede-
kind, la de Riemann, ha intentado desarrollar alguno de los puntos progra-
maticos de la Asociacién en su Knowlegde and the Interplay of Practices. En el
ensayo actual se pregunta por el cardcter explicativo o no del principio de
induccién completa, que es, para Poincaré, el modo mas auténtico y construc-
tivo del hacer matematico. Razonamiento por induccién completa que, en su
aparente simplicidad, es de muy dificil captacién y manejo, como puso de
relieve Piaget en alguno de sus estudios epistemolégicos.

Tras haber realizado una sintesis del pensamiento matematico hasta la
obra de Grothendieck, y desde la 6ptica del matematico, Frédéric Patras,
en su La pensé mathématique contemporaine, ha trabajado sobre la Esencia
y La posibilité des nombres. Atendiendo a matematicos como Lautmann y
Cavaillés en especial, en este ensayo apunta a la necesidad de una episte-
mologia propia del hacer matematico siguiendo, en parte, a la fenomeno-
logia husserliana, pero tratando, siempre, de captar el modo de hacer del
matematico.

Jests Alcolea es autor de mas de cien ensayos acerca del pensamiento
matematico, y quien complet¢ la bibliografia de la segunda edicién revisada
y ampliada de la antologia editada por Tymocko New Directions in the Phi-
loxophy of Mathematics. Aqui se cuestiona el problema de la comprension y si
la demostracion proporciona esa comprension de la proposicion demostrada.
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A finales del siglo XX y primeros anos del XXI han surgido dos intrusos
que, de alguna manera, estdn condicionando el comportamiento humano vy,
en particular, el hacer matematico: el ordenador e internet. Si el primero podia
considerarse un auxiliar en la computacion, se ha mostrado como artefacto
mas poderoso, convirtiéndose en auténtico instrumento operacional. Lo mis-
mo en el caso del segundo intruso. Han llegado a modificar, en parte, el propio
comportamiento del matematico. A Javier Echeverria se le puede calificar de
leibniziano puro por la amplitud de sus preocupaciones filosoficas. Acaba de
publicar una espléndida biografia: Leibniz: el archifilésofo. También ha centrado
su preocupacion en lo que califica de Tecnociencia. Es lo que nos muestra en
su ensayo, donde llega a mas: no solo el manejo del computador ha modifi-
cado el hacer matematico creando, realmente, un nuevo estilo, sino que ha
ido mas alla. El manejo del computador ha creado, junto a las dos realidades
que menciono en mi ensayo, una nueva realidad que, en su terminologia, se
puede denominar tecnorrealidad. En ella hay que destacar el comportamiento
de las tecnopersonas. Todo un cambio provocado por la unién del hacer ma-
tematico, la tecnologia y el orden econémico. En el fondo, la consumacién de
un mundo de artefactos.

En otro orden de cosas, Santiago Pérez-Cacho, matematico, trata de
mostrar como el ntimero natural que, con la geometria, estd en el origen
del hacer matemaético, permite formular conjeturas que, en su aparente
simplicidad, muestran una complejidad tal en su intento de demostracién,
que siguen sin poder ser demostradas al cabo de siglos. Como ejemplo,
el llamado dltimo teorema de Fermat. Tras tres siglos de continuados es-
fuerzos para lograr su demostracion, esta se ha logrado a finales del siglo
XX por procedimientos nada elementales. Aparente simplicidad y también
aparente alejamiento de cualquier tipo de aplicacién practica para, como
siempre ocurre con el hacer matematico, terminar encontrando esa aplica-
cién, en este caso en terrenos de la criptografia, y convertirse en una herra-
mienta esencial para la seguridad de las transacciones o el encriptamiento
de los mensajes militares.

En 1971, y frente al imperio bourbakista, publiqué Introduccion al estilo ma-
temdtico. Frente a la idea de un hacer tinico y ya dado para siempre, mostraba
un hacer con sus discontinuidades manifestadas en estilos diferentes, un ha-
cer siempre abierto con una dindmica propia. En esta linea, mantenida desde
entonces, se inscribe mi ensayo. Desde las dos realidades —la perceptiva o vi-
vida, la cuantica—, se ve el hacer matemadtico en paralelo a otros haceres como
el literario o el musical. Todos ellos como construcciones que obligan a ser
estudiadas y asimiladas por quienes se inician en estos campos. Al encontrar
un trabajo ya realizado por matematicos de épocas anteriores surge la idea de
que ese hacer estd ahi, en un mundo eidético ya dado. Una ilusién como la de
considerar que una ciudad a la que se llega no fue construida anteriormente
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sino que se encontraba ahi, desde siempre y realizada no se sabe por quién ni
para qué. El hacer matematico es una construccion, nunca cerrada ni acabada,
realizada por los matematicos.

Deseo expresar mi agradecimiento al director de esta revista, Sixto Castro,
quien sugiri6 la posibilidad de publicar unos ensayos acerca de la Filosofia de
la Matematica. Igualmente, agradecer a cada uno de los autores su generosa
disposicién para colaborar en esta empresa.
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