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Resumen: Como en cualquier otra actividad humana y des-
de un punto de vista semidtico multimodal, en matemdticas sus
practicantes recurren a diversos instrumentos que de alguna ma-
nera estdan relacionados con las diferentes virtudes epistémicas
que valoran en su trabajo, entre las que destaca la comprension.
Nuestro objetivo es doble: primero, abordar los requisitos de
dicha semiotica vy, sequndo, analizar las opiniones de algunos
matemdticos sobre el problema de la comprension, intentando
explicar su papel, posibilidad y necesidad en matemidticas.
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Abstract: As in any other human activity and from a multi-
modal semiotic point of view, those who practice mathematics
draw upon various instruments that are somehow related to the
different epistemic virtues that they value in their work, among
which comprehension stands out. Our objective is twofold: first,
to address the requirements of that semiotics and, second, to
analyze the opinions of some mathematicians on the problem of
understanding, trying to explain its role, possibility and neces-
sity in mathematics.
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1. INTRODUCCION: LA FILOSOFiA DE LA PRACTICA MATEMATICA

La moderna filosoffa de las matemaéticas puede parecernos a veces bastan-
te sorprendente. A finales del siglo XIX y principios del XX, las fronteras entre
la filosofia y las matematicas eran porosas. Matematicos tan influyentes como
Poincaré, Hilbert o Brouwer escribieron sobre temas filosoficos relacionados
con las matematicas, y filésofos como Russell, Wittgenstein o Quine reflexio-
naron provechosamente sobre las mateméticas contemporéneas. A veces su-
cedia que los temas que interesaban a los filésofos de las matemaéticas eran
una continuacién de los desarrollos de las matematicas propiamente dichas.
Al respecto, cabria citar el problema del rigor en el anélisis en el siglo XIX, el
descubrimiento de las paradojas de la teoria de conjuntos, los teoremas de
incompletitud de Godel o el programa de Bourbaki para sistematizar las ma-
tematicas en su conjunto.

Sin embargo, todo parece indicar que, en los dltimos afios, las matemaéticas
y la filosofia de las matematicas se han distanciado de alguna manera. Los
temas que mads preocupan a los fil6sofos de las matematicas —el realismo y
el antirrealismo, el estructuralismo y sus variedades, los argumentos sobre
la indispensabilidad de las matematicas para la ciencia, etc.— no parecen co-
nectar con lo que habitualmente interesa a los matematicos en ejercicio. Ello
puede explicarse porque la filosofia de las matematicas tiende a relacionarse
con otras areas de la filosofia, con la metafisica, la epistemologia o la filosofia
del lenguaje, en particular, y los problemas que se plantean suelen ser de na-
turaleza puramente filosofica. Ademads, las mateméticas que se necesitan para
abordar estos problemas suelen ser bastante simples y, en muchos casos, la
reflexioén sobre la aritmética y la geometria elementales basta para satisfacer
los intereses de los fil6sofos.

Ahora bien, como es bien sabido, algunos filésofos han trabajado en temas
matematicos mas o menos convencionales, es decir, se han centrado mas en
la prictica matemdtica, y, a veces, como ha sucedido con Lakatos y Kitcher, su
obra ha sido bien recibida por la comunidad filoséfica que, como es obvio,
tiene intereses filosoficos y espera que los frutos de su trabajo sean valorados
desde un punto de vista filosofico. En esta linea, un logro importante ha sido
la coleccion editada por Mancosu, La filosofia de la prictica matemdtica (2008).
Los autores de los ensayos recogidos en ella comparten una visién de la filoso-
fia de las matematicas que presta atencién de forma simultanea a la historia y
a la practica de los matematicos activos y a la necesidad de conseguir que esa
historia y esa préctica sean filoséficamente relevantes. En este sentido, esos
autores “creen que la epistemologia de las matematicas debe extenderse mu-
cho mas all4 de sus limites actuales para abordar cuestiones epistemolégicas

! Paolo Mancosu (ed.), The Philosophy of Mathematical Practice, Oxford, Oxford University
Press, 2008.
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que tienen que ver con la fecundidad, la evidencia, la visualizacién, el razona-
miento diagramatico, la comprension, la explicacién y otros aspectos”? de esa
epistemologia que pueden estar mas o menos relacionados con el problema
del acceso a los objetos abstractos tipicos de las matematicas. Pero sus contri-
buciones tienen varias caracteristicas distintivas:

(a) Abordan problemas que ha recibido poca atencion en la literatura fi-
losofica reciente. Por ejemplo, la idea de que unas demostraciones son mas
explicativas que otras; o el papel de la representacién visual, en general, en
matematicas, o de visualizacién, en particular, en el razonamiento. En este
sentido, el principal objetivo de Giaquinto fue mostrar que, en tanto que tie-
nen un contenido conceptual, las representaciones visuales poseen valor epis-
témico, sobre todo en el descubrimiento de nuevos resultados geométricos y
aritméticos. Giaquinto explicé que “la experiencia visual sirve simplemente
para desencadenar ciertas disposiciones de formacioén de creencias”®, y cuan-
do estas disposiciones son fiables, las creencias resultantes son conocimiento.
Giaquinto entiende, ademads, que la manipulacién de simbolos algebraicos es
un ejemplo de razonamiento visual y extiende esta idea argumentando que el
razonamiento algebraico y el geométrico difieren menos de lo que lo harian
las explicaciones tradicionales, a la luz del papel esencial que el pensamiento
visual desempefia en ambos, pensamiento que es muy “fructifero a nivel de
descubrimiento”.

(b) Cuentan con &mbitos mas extensos de la préctica matemaética de lo que
habia sido frecuente en contextos filoséficos: no solo la légica y la aritmética,
sino también la teoria de categorias, el analisis complejo, la geometria alge-
braica o la teoria de niimeros, &mbitos que ya habian sido abordados incluso
por los mismos autores que han contribuido a la coleccién.

(c) Destacan la relevancia de esta forma de ver y abordar las matemati-
cas, no sélo para los nuevos temas o los futuros, sino también para los mas
clasicos. En este sentido, podriamos decir que las nuevas tendencias, lejos de
oponerse a las tradicionales, resultan complementarias®. Asi, las preguntas fi-
loséficas relacionadas con la practica matematica, la evolucion de las teorias
matematicas, la representacion visual, la explicacién o la comprensién mate-
matica recuperan el interés del pasado al relacionarse con temas mads tradicio-
nales, al desarrollarse y al expandirse. Al fin y al cabo, la filosofia no es otra
cosa que una continua interrogacion por todo cuanto llama nuestra atencion
en un afadn por comprender.

2 Ibid., pp. 1-2.

*  Marcus G1aQuINToO, Visual Thinking in Mathematics. An Epistemological Study, Oxford, Oxford
University Pres, 2007, p. 44.

“ Ibid., p. 265.

Véase Jessica CARTER, “Philosophy of Mathematical Practice —Motivations, Themes and
Prospects”, en Philosophia Mathematica 27 (2019) 1-32.
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Como cualquier otra actividad humana y desde un punto de vista semio-
tico multimodal®, en una practica matematica todos sus practicantes recurren
a diversos instrumentos que de alguna manera estdn relacionados con las
diferentes virtudes epistémicas que valoran en su trabajo cotidiano y entre
las cuales destaca la comprensién. Podemos suponer que tales ideas no son
exclusivas de las matemaéticas, sino que son comunes a diversas practicas in-
telectuales. Pero nosotros nos centraremos en aquellas que conducen al, o que
contribuyen a la produccién del, conocimiento matematico.

Nuestro objetivo aqui es abordar los requisitos de la semidtica multimodal
y analizar las opiniones de algunos matematicos sobre el problema de la com-
prensioén, intentar explicar su papel, posibilidad y necesidad en matematicas
a través de tres notables dimensiones, y concluir con algunos comentarios.

2. SEMIOTICA MULTIMODAL EN MATEMATICAS: LENGUAJE, SIMBOLISMO E IMAGENES

Pocas personas pondrian en duda que la matemaética es un lenguaje porque
forma un sistema de simbolos que comunican a una comunidad. En apariencia,
el lenguaje matematico es un lenguaje sencillo, con poca gramatica y con un
vocabulario limitado, pero muy distinto de otros lenguajes. A diferencia de los
lenguajes naturales, es un lenguaje definido de forma rigurosa, de modo que
su mayor ventaja es justamente su carencia de ambigiiedades. Como lenguaje
formal, no puede expresar una amplia variedad de cosas, pero puede hacer afir-
maciones precisas e inequivocas sobre cosas vagamente determinadas y puede
adaptarse a las necesidades de una aplicacién concreta que extiende su utilidad
de forma considerable, aunque en tanto que aplicacién plantea un gran desafio.
Este desafio es de naturaleza principalmente lingiiistica, reconociendo, como
Manin senala, que “[l]a base de toda cultura humana es el lenguaje, y [l]a mate-
matica es un tipo especial de actividad lingtiistica™”.

Un lenguaje es un medio para expresar o comunicar de modo verbal o visual
hechos, opiniones, pensamientos, sentimientos, deseos, mandatos, etc.®. Cada
lenguaje emplea simbolos abstractos, verbales o visuales, para representar

La multimodalidad es una perspectiva utilizada para comprender la contribucién de varios
recursos semiéticos (verbal, visual, aural...) a los estudios de la comunicacion. Desde hace un
par de décadas, los investigadores asumen que el analisis del lenguaje verbal no es suficiente
si el objetivo es comprender plenamente la comunicacién. Como Carey Jewitt (“Introduction:
Handbook rationale, scope and structure”, en The Routledge Handbook of Multimodal Analysis,
edicién de C. Jewitt, London, Routledge, 2nd edition, 2014, p. 1) resume acertadamente, “la
multimodalidad aborda la representacion, la comunicacién y la interaccion como si fueran
algo més que lenguaje”. La mayoria de los textos, la mayoria de las declaraciones y la mayoria
de los casos de comunicacién son multimodales.

7 Yuri I. MANIN, Mathematics as Metaphor. Selected Essays of Yuri I. Manin, Providence, RI,
American Mathematical Society, 2007, p. 80.

8 Véase Robert L. BABER, The Language of Mathematics. Utilizing Math in Practice, Hoboken, NJ,
John Wiley & Sons, 2011.
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las cosas. Las matematicas poseen estas caracteristicas en tanto que lenguaje,
aunque con diferente énfasis e importancia. El alcance y la distribucién de los
topicos comunicados por los lenguajes naturales y los comunicados por el len-
guaje matematico difieren de forma significativa. Los sentimientos y las emo-
ciones no se expresan en términos matematicos, y los términos definibles de
forma imprecisa no se permiten en el lenguaje matemaético. El cardcter formal
del lenguaje matematico facilita el andlisis y el razonamiento a través de la
manipulacién mecanica de simbolos, segtin reglas precisas. Asi, lo que hacen
los matematicos es razonar sobre objetos abstractos, una tarea calificada como
logica, y este razonamiento suele incluirse en la modelizacién de los objetos,
los hechos o los sucesos que encontramos en el mundo fisico y que son estu-
diados por las diferentes ciencias y la técnica. Con los modelos resultantes,
los cientificos hacen descripciones y predicciones con el fin de comprender el
mundo en que vivimos.

Es obvio que la comprension del lenguaje se ve mejorada por el conocimien-
to de sus principales elementos gramaticales. Esto es particularmente cierto del
lenguaje matematico por la complicada estructura de muchas de las proposicio-
nes de la matematica superior y porque se asume que estas proposiciones son
precisas y carecen de las ambigiiedades propias del lenguaje natural.

La complejidad matematica contrasta con el nimero relativamente peque-
fio de conceptos basicos y términos que solemos utilizar para expresar todas
las proposiciones matematicas. Pero ello no significa que los textos matemati-
cos estén escritos en un simbolismo completamente formal, que seria dificil de
leer. Es costumbre escribirlas utilizando también el lenguaje coloquial, evitan-
do la imprecision. Lo ideal es escribir de la manera mas accesible aseguran-
dose de que el posible lector serd capaz de seguir el razonamiento y hacerlo
mas formal si las circunstancias lo requiriesen. Y aqui es donde interviene la
légica: cuando un argumento o una demostracién matematicos son dificiles
de entender, la mejor y mas convincente forma de mostrar que son vélidos
o correctos es presentarlos formalmente. El proceso se puede invertir. Seria
extremadamente facil eliminar el formalismo, sustituyendo cada simbolo por
palabras y frases del lenguaje natural, y el resultado seguiria siendo una de-
mostracion. De hecho, seria la misma demostracion. El lenguaje elegido, sea
simbodlico, verbal o visual, puede afectar a la longitud de la demostracién, o a
la facilidad con la que se puede comprender, pero no afecta a si el argumento
constituye o no una demostracion.

Por otra parte, la complejidad se asocia por lo general a dominios de ac-
tividad especializados. Estos dominios tienen vocabularios y lenguajes espe-
cializados, los cuales facilitan a los profesionales la tarea de comunicarse de
forma eficaz en relacion con los temas en ellos estudiados. El problema es que
esa especializacion puede excluir a personas que no han sido introducidas en
este tipo de préctica, como suele ocurrir con la matematica. Su alto grado de
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abstraccién puede ser un obstaculo no s6lo para comunicarse con otras perso-
nas, sino también para producir y transmitir nuevos conocimientos matema-
ticos. Por lo tanto, es realmente importante ser muy preciso acerca de lo que
sea el lenguaje matematico. El modo mas facil de hacerlo es identificaindolo
con los sistemas formales. Basta con reconocer un vocabulario o conjunto de
simbolos formales y un conjunto de reglas que gobiernan la construccién de
enunciados o férmulas bien formadas. Para algunos, la actividad y la comuni-
caciéon matematicas dependen en parte de la formacién y la transformacién de
sucesiones de férmulas. Otros han reconocido también otros sistemas semio-
ticos como por ejemplo los recursos visuales tales como las gréficas y los dia-
gramas que juegan un papel importante en el proceso de producir, comunicar
y comprender el conocimiento matematico. Sin duda, el tema no es nuevo, y
desde los griegos ha tenido un largo recorrido. Asi, aunque Platén acepta que
el razonamiento matematico es hipotético-deductivo, en el caso del didlogo
Menon de Lorenzo recuerda que lo que “interesa destacar es el enlace entre pa-
labra y diagrama y que, al final, es el diagrama el que, en el fondo, resuelve la
cuestién”, facilitando asi la comprensién. Otro tanto sucederd con Descartes,
en el que “lo geométrico figural” quedara vinculado “con la escritura, con el
ideograma” a través de la geometria algebraica’. Se ha defendido incluso que
el papel argumentativo de las fotografias en la ciencia y los diagramas de las
matematicas es probatorio™.

Pero, desde un punto de vista semiético, ;qué encontramos en las caracte-
risticas del lenguaje matematico?

(1) EI vocabulario especial usado para nombrar objetos y procesos mate-
maticos. Incluye palabras matematicas apropiadas como asintota, logaritmo,
paralelepipedo, trigonometria, hipérbola, etc., y palabras en comtin con el lenguaje
natural como mdximo, minimo, conjunto, campo, multiplicar, punto, etc., origina-
das en contextos no matematicos, a veces con un significado algo diferente y
adaptado para fines matematicos rigurosos. Las dificultades en la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas suelen estar relacionadas con el uso de
esas palabras de la manera matematica apropiada.

(2) El desarrollo de un conjunto denso de palabras como minimo comin muil-
tiplo, tangente a una curva parametrizada o curva logaritmica entre dos puntos. Para
que se entienda el conjunto de palabras debe ser tomado en su integridad como
una unidad de significado. Esta unidad proporcionara la informacién conden-
sada y la combinacién requerida en frases mateméticas mas largas. La compleji-
dad lograda permitira dar cuenta de conceptos matematicos superiores.

Javier de LoreNzo, “Espacios matematico, fisico y vivencial. El papel de los diagramas
geométricos”, en Estudios filoséficos 65 (2016), pp. 330 y 337.

10" Jan J. Dovg, “On images as evidence and arguments”, en Topical Themes in Argumentation
Theory, edicién de F. H. van Eemeren y B. Garssen, Dordrecht, Springer, 2012, pp. 223-238.
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(3) La transformacién de procesos en objetos. La forma lingtiistica de hacerlo
es formando un sustantivo a partir de un verbo. Por ejemplo, transformacion a
partir de transformar, integracion o integral a partir de integrar, como en la trans-
formacion de Laplace o la transformacion de Fourier, y en integracion numérica o
integracion simbélica, o integral de Riemann, etc. A veces el verbo queda sustan-
tivado, como en integrar por partes (aunque también se habla de integracién por
partes). Esta objetivacion de un proceso sirve al menos para dos propésitos:
recordarnos nuestro pensamiento sobre la naturaleza de la actividad mate-
matica y la forma en que la gente puede relacionarse con la matematica. La
consecuencia es que los agentes o los practicantes quedan volatilizados, como
si nunca hubiera existido la agencia humana en la matemaética, como si nadie
hubiera estado implicado en un discurso matematico fructifero. Por lo tanto,
es evidente que el discurso matematico es un discurso sin sujetos discursivos,
lo que nos lleva a pensar que la matematica propiamente dicha tendria poco
que ver con la retérica. Sin embargo, no deja de intrigarnos que, al intentar di-
sefiar un modelo de progreso matematico, Thurston se sirva del concepto de
“derivada de una funcién”, para el que encuentra al menos siete significados
diferentes, significados que no provienen de cada definicién particular, sino
de su ilimitada polisemia, de manera que podriamos estar malinterpretando
el sentido en el que progresan las matematicas cuando se exigen definiciones
Unicas y coherentes para los conceptos matematicos. Por ello, Thurston con-
cluye, “las diferencias comienzan a evaporarse tan pronto como los conceptos
mentales se traducen en definiciones precisas, formales y explicitas”".

Por otra parte, y como aspecto importante del proceso de pensamiento
en términos matemadticos, esa transformacioén de procesos en objetos permite
la creacién de nuevos objetos matematicos que incorporan los procesos y la
capacidad de pensar algunas ideas matematicas como, por ejemplo, la idea
de funcién, como proceso y como objeto. Por si mismos, estos procesos u ob-
jetos pueden estar sujetos a otros procesos (iterativos) como, por ejemplo, la
multiplicacién, la derivacién, la integracion, la diferenciacién, etc. Sfard™ ha
explicado que este proceso de objetivaciéon implica

dos movimientos discursivos estrechamente relacionados, pero no insepa-
rables: la reificacion, que consiste en sustituir el discurso sobre acciones por
el discurso sobre objetos, y la alienacion, que consiste en presentar fenéme-
nos de manera impersonal, como si estuvieran ocurriendo por si mismos,
sin la participacién de los seres humanos”

1 William P. THURSTON, “On proof and progress in mathematics”, en Bulletin (New series) of the
American Mathematical Society 30 (1994), pp. 163-164.

2 Anna SFARD, Thinking as Communicating. Human Development, the Growth of Discourses, and
Mathematizing, New York, Cambridge University Press, 2008, p. 44.
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Sin embargo, esto no significa que muchas de las caracteristicas del len-
guaje matematico no tengan un papel importante en la habilitacién de la ac-
tividad matemética. De hecho, segtin Sfard, no hay distincién alguna entre
comunicarse y pensar, porque —inspirada por Vygotsky y Wittgenstein— de-
fine el pensamiento como una forma de comunicacién y, por ello, pensar y
hacer matematicas siguen estando identificados en el discurso matemético
cuando uno se comunica matematicamente con otras personas.

Al centrarse en las caracteristicas del lenguaje verbal, Morgan nos recuer-
da la importancia de los papeles desempenados por otros sistemas semi6ticos
en el desarrollo de la matemaética. Un ejemplo importante que considerar es
la forma en que la algebrizacién a que Descartes someti6 a la geometria per-
miti6 transformar este campo. La notacion algebraica facilita la manipulacién
de acuerdo con reglas formales que producen nuevas formas de enunciados
que proporcionan nuevos conocimientos matemaéticos. En contraste, y por
su propia constitucién, aunque las formas gréficas no permiten este tipo de
manipulacién, proporcionan una comprension més global y dinamica de los
objetos representados.

Los elementos de los textos matematicos que funcionan como unidades
discernibles a través de las elecciones sisteméticas de las gramaticas del len-
guaje, las imagenes visuales y el simbolismo matematico incluyen gréficas,
diagramas, tablas, fragmentos de texto lingtiistico y las ecuaciones simbdlicas,
asi como fotografias, mapas y otras formas de trazado grafico (dibujos, etc.).
O’Halloran® ha analizado la representacién de diferentes modos de comuni-
cacién —verbal, algebraico, tabular, diagramatico y grafico— y la conclusion a
la que ha llegado es que estos modos ofrecerdn diferentes tipos de informa-
cién sobre el “mismo” objeto matematico'*. Podemos imaginarnos a nosotros
mismos reflexionando, por ejemplo, sobre los aspectos y sobre las acciones
que podemos realizar al ocuparnos de una funcién expresada de forma ver-
bal, algebraica, tabular, diagramaética o grafica.

Segtin Morgan, las diferencias entre las posibilidades presentadas por
los diferentes modos pueden contribuir al desarrollo del conocimiento

13 Kay L. O’'HALLORAN, Mathematical Discourse. Language, Symbolism and Visual Images, London,
Continuum, 2005.

(Apoyaria este modo de ver las cosas el platonismo matematico? En circunstancias préximas
Roger Penrose (The Emperor’s New Mind, Oxford, Oxford University Press, 1999, p. 554)
escribe: “Cuando los matematicos se comunican, ello es posible porque cada uno tiene
una ruta directa a la verdad, la conciencia de cada uno esta en condiciones de percibir las
verdades matemadticas directamente, a través de este proceso de ‘ver’. (De hecho, este acto
de percepcién suele ir acompafiado de palabras como ‘jOh, ya lo veo!’) Dado que cada uno
puede establecer contacto directo con el mundo de Platén, pueden comunicarse entre si mas
facilmente de lo que cabria esperar. Las imdgenes mentales que cada uno tiene, al hacer este
contacto platénico, pueden ser bastante diferentes en cada caso, jpero la comunicacién es
posible porque cada uno estd directamente en contacto con el mismo mundo platénico que
existe externamente!”.
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matematico por medio de la conversion. Es decir, la conversién de un modo a
otro modo implica “comprender y coordinar las estructuras matematicas de
ambos modos” ™. Por ejemplo, trazar la grafica de una funcién dada en forma
algebraica o formular la ecuacién algebraica para una grafica determinada. En
este sentido, las nuevas tecnologias aplicadas a las matematicas han permiti-
do disefiar entornos en los que las diferentes formas semiéticas de representa-
cién son epistemoldgicamente relevantes.

La explicacién ofrecida hasta ahora de las caracteristicas del lenguaje
matematico no deberia hacernos pensar que sélo hay una variedad de este
lenguaje. Resulta obvio que los estudiantes no pueden usar el lenguaje es-
pecializado como lo hacen los expertos. Ademds, Burton y Morgan'® han ob-
servado variaciones en las caracteristicas lingiiisticas de varias publicaciones
matematicas. Algunos investigadores tienen en cuenta no sélo los contextos y
los campos estrictamente matematicos, o su propia condicién de practicantes,
sino también los contextos y los campos educativos. Por otra parte, también es
obvio que los diferentes objetivos perseguidos por la comunicacién matema-
tica requieren el uso de diferentes modos de lenguaje. Asi, por ejemplo, para
explicar los pasos seguidos para resolver un problema matematico, utilizare-
mos un lenguaje cuyas caracteristicas seran diferentes de las utilizadas para
presentar la demostracién rigurosa de una conjetura. Por lo tanto, lo mejor
que podemos hacer es considerar el lenguaje matematico como un conjunto
de modos de lenguaje que comparten las caracteristicas que hemos estado
comentando, y los rasgos especializados que nos permiten identificarlas como
matematicas. En este sentido, es muy conveniente hablar de multimodalidad
lingiiistica en matematicas, en la medida en que puede reunir los modos o
los recursos semibticos para crear significado (imagen, escritura, palabra, etc.)
y facilitar la comunicacién en matematicas. De nuevo podemos recordar el
caso de Descartes en el que el simbolismo queda elaborado como un sistema
semibtico que forma un todo semadntico con las imagenes y el lenguaje en
el abordaje de los problemas matemaéticos'”. También podriamos citar el des-
cubrimiento con la asistencia de ordenador de nuevas superficies minimales
encajadas con el fin de resolver algunos problemas en topologia. Hoffman'®
sefiala que tales imédgenes visuales, que fueron los objetos que permitieron lle-
var a cabo los descubrimientos, son, de hecho, “una parte integral del proceso
de hacer matematicas, no solo una forma de transmitir un descubrimiento

»  Candia MORGAN, “Mathematical language”, en Encyclopedia of Mathematics Education, edicién
de S. Lerman, Dordrecht, Springer, 2014, p. 390.

*  Leone BurtoN y Candia MoORGAN, “Mathematicians writing”, en Journal for Research in
Mathematics Education 31 (2000) 429-453.

17 Kay L. O’'HALLORAN, op. cit., pp. 38-46.

8 D. HorrmaN, “The Computer-Aided Discovery of New Embedded Minimal Surfaces”, en
Mathematical Intelligencer 9 (1987), p. 21.
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hecho sin su uso”. Hoffman destacaba que esas imagenes visuales le evocan
“el estado de comprensién que tenia en el momento en que fueron creadas”.

La multimodalidad explora cémo el potencial de significacién individual
y combinado de diferentes recursos semiéticos define, y se define, a través
de la comunicacién. Algunos de los focos clave de la investigaciéon multimo-
dal estan representados por el potencial semiético y el uso de modos indivi-
duales, las relaciones intersemiéticas, las conexiones entre multimodalidad y
tecnologia o las conexiones entre conocimiento, pedagogia y alfabetizacion.
O’Halloran muestra que la “vision histérica del paisaje semiético en matema-
ticas revela como el conocimiento matematico evoluciona y se materializa a
medida que los objetos, las actividades y los sucesos multimodales y multise-
midticos se construyeron usando recursos semidticos que son moldeados por
las tecnologias sociales y cientificas” .

Por tanto, podemos considerar las mateméticas como un proceso semio-
tico multimodal que integra lenguaje, imagenes y simbolismo con el fin de
producir conocimiento. La integraciéon de los sistemas lingiiisticos, visuales
y simbolicos extiende el desarrollo semantico de la matematica mas alla de
los limites de otras formas de comunicacién. Es evidente que este desarrollo
ha dado lugar a nuevos dmbitos del conocimiento y ha tenido un enorme
éxito en las ciencias naturales. Esta es la razon de que no sea dificil pensar en
la matematica conceptualizada como un proceso semiético multimodal dise-
nado para ir mds alla de la experiencia cotidiana hasta alcanzar un dominio
semidtico abstracto donde reestructurar el pensamiento y la realidad y poder
entender como la matematica logra su caracter funcional. Desde esta perspec-
tiva®, conviene retener dos ideas importantes: primera, los sistemas de signos
actiian como herramientas para estructurar el pensamiento y la realidad; y,
segunda, el desarrollo de nuevos sistemas integrados y escritos que combinan
formas textuales —lingtiisticas, simbdlicas— con formas visuales —gréficas, dia-
gramas o figuras— permite construir nuevas visiones del mundo.

Sin embargo, la notacién mateméatica moderna se desarroll6 de forma es-
crita y se desarrollaron nuevas estrategias visuales. Segtin O’Halloran,

la imprenta y el cambio posterior a formas estandarizadas de notacion sim-
bélica, allanaron el camino para el desarrollo de la notacién simbélica mate-
matica como herramienta semiética desarrollada para los modos escritos (y
hoy digitales) de comunicacién?’.

19 L. O’'HALLORAN, op. cit., p. 113.
20 Véase ibid., p. 288.
2 Ibid., p. 293.
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El simbolismo matematico se transformé para diferentes propoésitos y, en
particular, sirvi6 de base de argumentos sobre los descubrimientos cientifi-
cos, contribuyendo tanto a la transformacién de la vision cientifica del mundo
como al sistema gramatical para codificar el significado. Por otro lado, la de-
rivacién de resultados permitié reorganizar de manera sencilla las configu-
raciones que se codificaban de manera econémica y no ambigua utilizando
la notacién espacial y posicional, simbolos especializados, operaciones, pa-
réntesis, etc. Estos recursos crearon una representacion dindmica de multi-
ples relaciones faciles de comprender y de manipular. Como el simbolismo
estaba relacionado con las imédgenes, se cred una conexién semantica entre
el lenguaje matematico, el simbolismo y la imagen como primer paso hacia
la semiosis multimodal. Al final, precisa O’Halloran, las imagenes juegan un
papel importante,

porque las partes se ven en relacién con todo el constructo matematico,
abriendo nuevas vias de razonamiento. De forma significativa, las image-
nes matematicas también se relacionan con nuestra experiencia sensorial
vivida, proporcionando un puente desde la comprensién perceptual del
mundo hasta el reino semiético abstracto de las matematicas, lo que a su
vez conduce a nuevas abstracciones, dados los estrechos vinculos entre las
imdgenes y la notaciéon matematica®.

En cualquier caso, los tres modos semiéticos, lenguaje, simbolismo e ima-
genes, se combinan en el discurso matematico real y operan de forma simul-
tanea representando de alguna manera lo que esta sucediendo en el mundo
de las matemaéticas desde un punto de vista experiencial y desde un punto de
vista I6gico. Con el primero, se interpretan las experiencias y, con el segundo,
se interpreta las relaciones logicas entre los significados experienciales. Por lo
tanto, el discurso matematico no es sélo un recurso para representar y realizar
de manera abstracta operaciones légicas sobre aspectos del mundo matema-
tico, sino también una forma de experiencia con las imagenes visuales conec-
tadas a través de los sujetos que hacen o estudian matematicas intentando
comprender el mundo matematico.

3. COMPRENSION EN MATEMATICAS

La actitud de algunos matematicos, filésofos, y educadores con algunas
demostraciones matemaéticas refleja un deseo progresivo por comprender y
no solo el deseo de saber por qué las proposiciones demostradas son ver-
daderas. Parece que el principal compromiso de los matematicos es, con la

2 Ibid. p. 29.
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comprension. Asi, Thurston sefiala que “[m]as que conocimiento, la gente
quiere comprension personal”®.

Siguiendo a Kant, Kitcher* identifica el objetivo de la comprensién y el
objetivo de la verdad como los dos tltimos objetivos de la investigacion ra-
cional. Pensamos que esta identificacion es correcta, pero cuando atendemos
a las opiniones de algunos matematicos, la comprensién, entendida como un
objetivo epistémico, se presenta como més relevante. Los matematicos reivin-
dican la comprensién y estan efectivamente interesados en incrementarla y
en comprender por qué los resultados son verdaderos. Aunque el matematico
tiene a veces una aprehension intuitiva de la verdad de una proposicion, suele
decirse que la demostracion es la fuente de su verdad, que solo funciona como
una certificacién de la verdad de una proposicién particular, es decir, la de-
mostracion es el instrumento que garantiza que la proposicién es verdadera.
Pero, esto no es suficiente para el matematico. Ante un resultado, quiere saber
por qué es asi y comprender para qué vale. Al menos cuando falta compren-
sién, el matemético no se siente particularmente cémodo con el resultado.
Este puede ser verdadero, pero si el matematico no lo comprende, siente que
le falta algo. Si se descubre que el resultado es falso, siempre tiene algo que
aprender. La demostracion le proporciona un mejor conocimiento e incremen-
ta su comprension. Como Polanyi sefiala acertadamente, la matematica es una
expansion de la comprension. Si el conocimiento admite grados, entonces el
paso en esta direccién es obviamente preferible. Por otro lado, si una buena
demostracién es una demostracién que nos hace saber mas®, una que no nos
permite saber por qué el resultado es como es, no es lo bastante buena.

Este énfasis que los matematicos ponen sobre el objetivo epistémico de
la comprensién como un fendmeno natural al desarrollar la matemaética en-
cuentra expresion en los escritos de algunos de ellos. Asi lo declara Atiyah.
Pero, no todo el mundo es capaz de comprender todo lo que los matematicos
han hecho o estan haciendo. Ni siquiera los mismos mateméticos! Cuando
Faltings demostr6 la conjetura de Mordell sobre la existencia de un ntimero
finito de puntos racionales en una determinada curva algebraica en geometria
algebraica, Ewing escribi6: “En 10 afios tendriamos que estar en una mejor
posiciéon de juzgar la importancia de la obra de Faltings formulando estas
preguntas: ;Quién la ha comprendido? ;Quién ha intentado hacerla com-
prensible?”?. Ewing compara esta demostracién con la de la trascendencia
de n (1882) obtenida por Lindemann, una demostraciéon “esotérica e intra-
table” que necesit6 la aplicacién de los “expertos del campo” para hacerla

»  William P. THURSTON, op. cit., p. 174.

# P KITCHER, The nature of mathematical knowledge, p. 305.

% Cf. Yuri I. MANIN, op. cit., p. 207.

% J. EWING, “The theorem of the century”, en The Mathematical Intelligencer 5 (1983) 5.
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“elegante y elemental”. En 1990, 1991 y 1995 se hallaron otras demostraciones
y generalizaciones del teorema de Faltings, alguna de ellas mas simple, y en
2020 Lawrence y Venkatesh publicaron una demostracion alternativa que se
basaba en la teoria p-ddica de Hodge, recuperando algunos de los ingredientes
mas sencillos de la demostracion original del matematico aleman. Ese proceso
ha permitido profundizar la comprensién de la conjetura de Mordell y del re-
sultado de Faltings. Por ello, en opinién de Atiyah, “[u]na demostracién es im-
portante en la medida que es una comprobacion de tu comprensién. Yo puedo
comprender, pero la demostracion es la comprobacién de que yo he compren-
dido...”?. En el momento de comunicar los resultados matematicos, también se
tendria que comunicar comprension. Por eso Atiyah sigue diciendo:

Pero, es dificil comunicar comprensién porque esto es algo que consigues al
vivir con un problema durante mucho tiempo. Lo estudias, quizas durante
afos, lo sientes y esta metido en tus huesos. No puedes transmitirlo a nadie
mas. Después de haber estudiado el problema durante cinco afios puedes
ser capaz de presentarlo de manera que cualquier otra persona podria lle-
gar a este punto en menos tiempo del que tti has necesitado, pero si no has
luchado con el problema y has visto todos los escollos, entonces no lo has
comprendido realmente®.

Por lo tanto, la gente no sabe 0 no comprende por qué un teorema es ver-
dadero. Ello queda reservado al matematico que trabaja en la correspondiente
area, no a cualquier matematico. De alguna manera, el matematico tiene que
transmitir algun tipo de explicacién o aclaraciéon porque, para la comunidad
matematica, ello es probablemente mdas importante que el hecho de que la
demostracién venga a verificar el enunciado del teorema. Ante demostracio-
nes que no incrementan la comprension, algunos matematicos todavia la re-
claman. De ello es un buen ejemplo la declaracién de Paul Halmos sobre el
teorema de los cuatro colores:

Siento que nosotros, la humanidad, aprendimos muy poco de la demos-
tracion; casi estoy tentado de decir que como matematicos no aprendimos
nada en absoluto. Los ordculos no son herramientas matematicas ttiles. (...)
El desarrollo de la matematica abrevia las demostraciones, da perspicacia
y profundiza la comprensién mediante el descubrimiento de nuevos con-
ceptos y mediante la subsuncién de los antiguos bajo una teoria general
adecuada que cost6 anos, décadas y a veces siglos de trabajo construir. (...)
Todavia podemos estar lejos de encontrar una “buena” demostracién del
teorema de los cuatro colores .

¥ “An Interview With Michael Atiyah”, en The Mathematical Intelligencer 6, n, 1 (1984),
% Id.

#»  Paul. R. HaLmos, “Has Progress in Mathematics Slowed Down?”, en The American

Mathematical Monthly 97 (1990), p. 577. En 1995, Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour
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Por otro lado, en su actividad practica, los matematicos demuestran y vuel-
ven a demostrar teoremas, a veces cientos de veces, para comprenderlos mejor.
Ahi esta el caso de la ley de reciprocidad cuadratica que refiere al teorema dureo
dentro de la teoria de niimeros® o el caso del que quizés sea el teorema mas
famoso de las matemadticas, el teorema de Pitagoras, para el que, a principios
del siglo XX, Loomis compil6 una coleccién de més de 350 demostraciones, que
se publicé en 1927%'. La complejidad inicial de una primera demostraciéon va
cediendo a través de otras demostraciones hasta alcanzar un nivel razonable
de complejidad. En el proceso, los matematicos descubren y comprenden otros
aspectos de su ciencia y de la teoria en la que la demostracién se enmarca.

Todo esto sugiere la necesidad de centrar la atencién sobre la visién del
matematico activo para conseguir una mejor comprension del asunto. La gen-
te solo sabe que un teorema es verdadero porque sabe que se ha aceptado una
demostracién o porque un matematico lo ha dicho. Parece que la validez de
una proposicién y la experiencia que la gente tiene de su verdad surge del he-
cho de que ha sido demostrada. Si no tenemos una demostracion, algo se echa
de menos. “No es matematica mientras no haya sido finalmente demostrada”
dice Mac Lane®, quien propone la siguiente secuencia para la comprension:
intuicién, ensayo, error, especulacion, conjetura, demostraciéon. Podemos to-
marnos en serio esta secuencia como una secuencia racional porque estd guia-
da por un intento de conseguir aquello que es un objetivo epistémico de las
matemadticas: en opinién de Mac Lane®, la demostracién no es solo un medio
para la certeza, sino también un medio para la explicaciéon y la comprension.

4. DIMENSIONES DE LA COMPRENSION MATEMATICA

Un objetivo epistémico de las matematicas es la comprensién de los resulta-
dos conseguidos. Pero las mateméticas estdn permanentemente involucradas

y Robin Thomas (“The Four-Colour Theorem”, en Journal of Combinatorial Theory (Series
B) 70 (1997) 2-44.) obtuvieron una demostracién mejorada, pero todas las demostraciones
conocidas requieren asistencia informatica seria. No se trata de pasar el problema al
ordenador, porque los problemas interesantes requieren mucho mas que aritmética o algebra.
Se trata de estructuras e ideas, y este problema también implica al razonamiento visual. Véase
Robin WiLsoN, Four Colors Suffice. How the Map Problem Was Solved, Princeton, NJ, Princeton
University Press, edicién en color revisada, 2021.

% Jamie TAPPENDEN, “Mathematical concepts and definitions”, en The Philosophy of Mathematical

Practice, edicion de P. Mancosu, Oxford, Oxford University Press, 2008, pp. 260-261.

3 Véase Elisha Scott Loomis, The Pythagorean Proposition, Washington, DC, NCTM, 1968;
y su edicién y traduccién al aleman criticamente anotada por Mario GERWIG, Der Satz des
Pythagoras in 365 Beweisen. Mathematische kulturgeschichtliche und didaktische Uberlegungen zum
vielleicht beriihmtesten Theorem der Mathematik, Berlin, Springer Spektrum, 2021.

% En Michael AtivaH ef alii, “Responses to ‘Theoretical Mathematics”: Toward a Cultural
Synthesis of Mathematics and Theoretical Physics, by A. Jaffe and F. Quinn”, en Bulletin (New
series) of the American Mathematical Society 30 (1994), p. 192.

¥ Saunders Mac LANE, Mathematics, Form and Function, New York, Springer, 1986, pp. 378-379.
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en procesos de generacién de nuevas ideas y teorfas. Asi, en la comunidad
matematica resulta razonable la biisqueda de la comprension del alcance y
la efectividad de los resultados. Esta es la razén de que la epistemologia para
la matematica deberia tomar en consideracién la importancia de la compren-
sion matematica. ;Es posible decir si un matematico comprende o no, o si
ha comprendido la matemética previamente introducida? Las respuestas a
preguntas que han sido formuladas por otros matematicos o la habilidad para
plantear buenos problemas y conjeturas, es decir, la capacidad para transfor-
mar la informacién previamente obtenida, revela un cambio cualitativo en la
comprension. En otras palabras, la habilidad para hacer matematicas de una
manera persuasiva a los ojos de la comunidad pone de relieve la dimensién
progresiva de la comprension. En virtud de esta dimensién también podemos
hablar de otras dos. La primera es la dimension pasiva, pensada para permitir
la posibilidad de que el matematico esté examinando una demostracién com-
pletada. Eventualmente puede descubrir la idea que hace funcionar la demos-
tracion y comprender por qué el teorema es verdadero. En este caso, debido a
que el matematico posee un conocimiento de fondo que le permite comprender
la informacién obtenida, estd preparado para explicar o exponer esta informa-
cién y, dependiendo de las circunstancias, puede plantear otras cuestiones. La
segunda es la dimension activa o creativa, tipicamente ilustrada por un mate-
matico que busca una demostracion para una conjetura o una demostracién
alternativa. De alguna manera, la matematica se desarrolla a través de la com-
prension del matematico, y es este rasgo de la ciencia exacta el que esta nocion
de comprension activa intenta capturar. Desde esta dimension, la comprension
desempena una doble funcion: es el vehiculo a través del cual el matematico
activo produce ciertos conceptos en su imaginacién y es el medio a través del
cual interrelaciona unos conceptos y expande otros. Cuando los especialistas en
el campo pueden comprender y juzgar el resultado mas reciente como algo que
consigue su objetivo, la comunidad asiste a un nuevo signo de progreso.

La dimensién pasiva de la comprension deja practicamente el individuo
con los elementos proporcionados por el conocimiento. Alguien podria in-
tentar aprender a hacer matematicas estudiando cualquier libro de matema-
ticas. Sin que importe demasiado cudn cuidadosamente podria reproducir o
explicar algunas demostraciones, por ejemplo, no podriamos decir que sabe
cémo hacer matematicas si no es capaz de usar su conocimiento para hacer
matematicas. Esta claro, “hacer matematicas” significa “hacer alguna contri-
bucién a cualquier campo matematico como un matematico activo suele ha-
cer”. A través de la educacion, un individuo adquiere suficiente experiencia
con las cuestiones matematicas y se forma una opinién sobre aquello que sig-
nifica comprender algo en matemaéticas. Naturalmente, esto solo es posible si
el profesor comunicé comprension cuando estaba comunicando matematicas,
y los libros objeto de estudio fueron escritos para comunicar comprension.
Seria deseable encontrar en este contexto de la comunidad educativa poca
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diferencia respecto a la presentacién de un resultado en la comunidad mate-
matica: la busqueda de comprension podria ser la piedra de toque de ambas
comunidades.

La explicacién depende de la comprension. La habilidad para ofrecer una
explicacién es una buena indicacién de que una persona comprende. Nadie
puede explicar aquello que no comprende, y nadie puede explicar todo lo que
comprende. En la comprension hay elementos que son parte de la experiencia
personal, que son inexplicables y que no se han podido o sabido explicar o
comunicar verbal o visualmente. Son los elementos que configuran el compo-
nente tacito del conocimiento, segtin Polanyi*. Por otro lado, la explicacién es
comunicacién. El asunto que se tiene que comunicar proporciona compren-
sién de algunos hechos o resultados matematicos. Asi, esta comprension per-
mite que alguien conozca algo, pero de una manera organizada. En nuestro
caso, el conocimiento de los conceptos matematicos involucrados y sus in-
terrelaciones. El conocimiento contribuye a la comprensién, porque recoge
algunos de los elementos que constituyen la comprension. En adicién a este
conocimiento, el matematico puede usar el resultado de una manera intuitiva.
Entonces es posible observar una importante diferencia entre conocimiento
y comprension: se puede conocer un resultado matematico sin comprender-
lo, pero cuando la comprensién interviene hay algo mas que conocimiento,
algo que da al resultado su riqueza. Esta es la razén de que la gente quiera
comprender. La tltima fuerza conductora de la comprension tiene que ser la
necesidad de saber mas.

Cuando la capacidad de comprender se ejerce, puede no tener efecto o
puede tener como resultado un almacenamiento de parte o de toda la infor-
macién adquirida. Con esto, la comprensién deja a la gente en la via de la
accién, aunque también es cierto que la calidad de la comprensién establece
algunas diferencias entre la gente: no todo el mundo es capaz de dar un paso
en la direccion de la creacion matematica. Ademads, quien estudia un resulta-
do matematico necesita de la comprensién, mientras que quien ha conseguido
el resultado seguramente lo comprende. En el primer caso, la mejor situacion
para nuestro individuo es aquella que le permite conseguir comprender, por
ejemplo, el teorema y el papel de la demostraciéon en el establecimiento de
su validez, y revelar las relaciones entre las ideas involucradas, exactamente
porque fue capaz de comprender las proposiciones que examinaba. A pesar
de esto, la comprensién de un resultado involucra, pero no se reduce, la com-
prension de las proposiciones. Este es el caso del individuo que ha consegui-
do el resultado. Su conocimiento presupone que fue capaz de dominar algtn
lenguaje dentro del cual enmarcar aquellas proposiciones, y su comprensién

¥ Michael PoLanyi, Knowing and Being, Chicago, The University of Chicago Press, 1969.
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de esta situacién matematica particular forma la base sobre la cual descansan
las intenciones subyacentes a sus acciones.

La dimensién activa de la comprension es la genuina de la matematica. La
actividad del matematico se presenta como una consecuencia de su compren-
sién. Piensa que comprende la situacién matematica, y que algo lo impulsa a
buscar hechos adicionales que puedan incrementar su conocimiento, su con-
viccién y su comprensién. Demostrar una proposicion ayuda a comprender
el fendmeno descrito por la proposicion, las conexiones entre ideas involucra-
das, y deja el matematico en el camino de comprender otros fenémenos, por
ejemplo, la naturaleza de la teoria matematica. Hay una forma de explicar qué
es la comprension matematica si tomamos “comprender un resultado” con el
significado de “ser capaz de producir més resultados”.

En la referida secuencia de Mac Lane, la comprension se incrementa
gradualmente. Aqui la comprensiéon de una conjetura tiene que preceder el
descubrimiento de una demostracién para ella. Es decir, las consideracio-
nes heuristicas nos permiten saber si una proposicién es verdadera antes de
proceder a buscar una demostraciéon. Parece que los antiguos babilonios y
egipcios creyeron, comprendieron y conocieron ciertas verdades sin tener a su
alcance las técnicas de demostracion que posteriores matematicos han estado
utilizando. De hecho, cuando un matematico llega a saber que una proposi-
cién es verdadera, suele llegar a saber algo mas, si ha comprendido la rele-
vancia y las implicaciones del resultado. Pero la demostraciéon profundizara
su comprension de esta verdad. De alguna manera, una demostracién actta
como una funcién expansiva de la comprension. Da lugar a la dimensién pro-
gresiva de la comprension. Sin embargo, si el matematico no consigue obte-
ner una demostracién, puede publicar una explicacién de sus consideraciones
heuristicas. Estas podrian proveer el germen de nuevas ideas y técnicas y la
clave para resolver algunos enigmas matematicos. El estudio de la explicacion
publicada puede dar lugar a posteriores correcciones, refinamientos, mejoras
y a una demostraciéon presumiblemente vélida.

La educaciéon matematica y la conversacién con intercambio de ideas a un
nivel de comprension son los trasfondos de esta plataforma creativa de las
matematicas. El deseo de comprender algiin problema o tépico lleva al ma-
tematico a seguir meditando profundamente. Tarde o temprano cree que ha
comprendido, si bien puede seguir teniendo algunas reservas. Enfrascado en
el estudio, puede llegar a alguna idea plausible, que empieza a rumiar y que
eventualmente serd contrastada. Polanyi* sefiala la condicién tacita de esta eva-
luacién de la plausibilidad basada sobre un amplio ejercicio de intuiciéon que se
caracteriza como una habilidad ordinaria para conjeturar que estd guiada por

% Ibid., pp. pp- 76 y 144.
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muchas indicaciones sutiles y que podria resultar ser correcta®. Habitualmente
ni el proceso completo es corto, ni suele ser obra de un solo matematico, y el
punto donde este deja el escenario, estd precedido por una explicacién o una
demostracién. Con bastante seguridad, se espera que la explicaciéon o la demos-
tracion transmitan e incrementen la comprensién, si nuestro matematico quiere
satisfacer su deseo. Si no, dificilmente seran aceptadas por la comunidad.

En resumen, durante la investigacién el matematico estd intentando pregun-
tarse por algo y comprenderlo. Esta es la experiencia matematica. Pero la com-
prension es necesaria para hacer esta experiencia posible y saber qué cuestiones
son relevantes. Asi, la comprension también es un elemento constitutivo de esta
forma de conocimiento. Por otro lado, la reflexién del matematico sobre el asunto
perfecciona la comprensién. En este estadio, la comprension no es en si misma
una actividad pasiva, puesto que esta dirigiendo y conformando la actividad ma-
temadtica y su contenido. El matematico tiene que imponer comprension sobre su
experiencia, porque no es simplemente una cuestiéon de conocer esta experiencia
y porque esta ni se explica a si misma ni se muestra facilmente. Llevando com-
prension sobre esta experiencia, el matematico estd al borde de transformarla,
desarrollando algunos aspectos y construyendo nuevos campos de la realidad
matematica. A veces, comprender es una tarea sencilla. Cuando el matematico
encuentra sentido a lo que hace, comprende sin dificultad, y entonces no es cons-
ciente de esta comprension. Pero, cuando observa alguna dificultad, por ejemplo,
cuando no puede relacionar alguna nueva idea con las antiguas, el problema de la
comprension viene a su atencién inmediatamente. Aqui, reflexién y pensamiento
desempenan el papel que les es propio: pensar sobre algo tiene como consecuen-
cia comprender aquello que se piensa. O mejor todavia, el pensamiento va de una
comprension previa a una comprensiéon modificada.

Segtin Lakatos¥, este proceso heuristico sigue un camino en zigzag y es
imposible de discernir en el producto final. Todo lo que tenemos es un proce-
so falible y provisional desde el punto de vista de la experiencia, el cual serd
presumiblemente codificado por el argumento de un matematico. La btsque-
da de comprensién hace que el matemético proceda a lo largo de las mas
prometedoras lineas de pensamiento. Como Pélya indica®, lo que permite al

% El caso de Ramanujan es significativo. Godfrey H. Hardy (“Srinivasa Ramanujan (1887-
1920)”, en Collected Papers of Srinivasa Ramanujan, edicién de G. H. Hardy, P. V. Seshu Aiyan y
B. M. Wilson, London, Cambridge University Press, 1927, pp. xxx-xxxi) cuenta que sus ideas
sobre lo que constituia una demostracién eran bastante sombrias. “A todos sus resultados,
nuevos o viejos, correctos o incorrectos, habia llegado a través de un proceso que combinaba
argumentacion, intuicion e induccién, un proceso para el que fue incapaz de dar una
explicacién coherente”. Asi que Hardy consigui6 instruir a Ramanujan por su propio bien
sin destruir “su confianza ni romper el hechizo de su inspiracién”. Al final, Ramanujan pudo
decir “cudndo habia demostrado un teorema y cudndo no”.

% Imre LakaTOS, Pruebas y refutaciones, Madrid, Alianza, 1978, p. 59.
¥ George PoLya, How to Solve It, Princeton, NJ, Princeton University Press, 2004, p. 185.
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matematico observar la presencia o ausencia de signos de progreso es un tipo
de extraordinaria sensibilidad mental. Tan pronto como se logra la idea que
hace que el argumento funcione, el camino hacia una demostraciéon queda
abierto. A lo largo del proceso el matematico ha sido capaz de examinar si era
pertinente un contraejemplo o de recoger suficientes indicios para motivar la
conclusién y creerla verdadera. Sobre ello tenemos, ademas, el testimonio de
la historia. Asi, nos lo dice Kline:

Los grandes matematicos saben que un teorema debe ser verdadero antes
de que se haya logrado su demostracién légica, y muchas veces se conten-
tan con una mera indicaciéon de la demostracién. De hecho, Fermat, en su
vasta y clasica obra sobre la teoria de niimeros, y Newton, en su obra sobre
las curvas de tercer grado, no daban ni siquiera indicaciones®.

La historia de la matematica proporciona ulteriores ilustraciones de esta
conclusion. No es dificil encontrar argumentos que apenas podrian ser consi-
derados como demostraciones rigurosas. Cauchy ilustra esta situacién perfec-
tamente. Ahora se sabe que algunos de sus argumentos son demostraciones
invéalidas que en algunos puntos fueron corregidas, mejoradas y demostra-
das por otros matematicos. Esto no quiere decir que Cauchy fuera incapaz
de comprender la matematica. Sefiala mas bien la existencia de niveles cuali-
tativamente diferentes de la comprension y muestra que la experiencia de la
verdad y la adquisicién de una demostracion podrian localizarse a diferentes
niveles. En este sentido, Kline dice de Cauchy: “Cometi6é otros «crimenes»,
pero tenia un olfato seguro para lo que era verdadero, aunque no estableciera
la verdad mediante los procedimientos de sus propios textos” *°.

Por otro lado, esta claro que el matematico tiene que comprender cada
paso del proceso y las razones por las que el resultado, una conjetura, tendria
que ser verdadero para conseguir la demostracién, mejorar su comprensién
de todo el campo y continuar descubriendo nuevos hechos matematicos. Pa-
rece entonces que la demostracion por si misma no proporciona conocimiento
de la proposicién demostrada, al menos no todo el conocimiento, ni induce al
matematico a creer su conclusion. Como es obvio, la demostracién incrementa
el grado de creencia del matematico, pero este ha de tener algtn tipo de co-
nocimiento del teorema y algunas buenas razones para creerlo antes de pasar
a demostrarlo. Sin embargo, la previa explicacion y la génesis de la dimen-
sién pasiva de la comprensién armonizan perfectamente con la idea de que
el matemético ha conseguido el adecuado trasfondo para el proceso a través
de la educaciéon matematica. Pélya nos da la pista cuando, en el contexto del
razonamiento inductivo, dice:

¥ Morris KLINE, Matemitica. La pérdida de la certidumbre, Madrid, Siglo XXI, 2 edicién, 1994, p. 378.
0 Ibid., p. 211.
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Si tienes que demostrar un teorema, no te apresures. En primer lugar, com-
prende completamente lo que dice el teorema, trata de ver claramente lo
que significa. Luego comprueba el teorema; podria ser falso. Examina sus
consecuencias, verifica tantos casos particulares como sean necesarios para
convencerte de su verdad. Cuando te hayas convencido de que el teorema
es verdadero, comienza a demostrarlo*'.

Este tipo de proceso, como en el caso de Atiyah, impulsa el matematico
a saber y a comprender por qué la proposicién es verdadera. La subsiguien-
te demostracion o demostraciones confirmaran este conocimiento y profun-
dizaran esta comprension. La verificacién de muchos ejemplos persuade al
matematico de que ha dado con la verdad y que el proceso le permitira incre-
mentar la comprension originada con el primer paso, es decir, comprender el
significado del enunciado. Esta “nueva” fase de la comprension proporciona
al matematico las razones de por qué el teorema es o deberia ser verdadero, y
queda eventualmente convencido.

Ahora vemos claramente que la comprension es un prerrequisito para la
demostracién. Sin comprension, aquella podria no quedar concluida. De he-
cho, como Feferman sefiala, “es posible seguir los pasos de una determinada
demostracién y no comprender la demostracion misma”*2. Pero, la demostra-
cién también desarrolla esta comprension. El matematico hace conjeturas con
la posibilidad que sean correctas o incorrectas. La demostracion sera la confir-
macién de que su perspicacia fue acertada y que en principio todo el proceso
siguid los pasos correctos. Asi, la demostracién actia como un experimento.
Pero este tipo de experimento no intenta verificar una teoria. Su objetivo es
mas modesto. Aqui no se utiliza ningtin instrumento, en contraste con una
demostracién asistida por ordenador, aunque para algunos filésofos esta dife-
rencia no es tan importante, puesto que, para ellos, el verdadero problema es
la posible existencia de errores en ambos tipos de demostracion®. En conse-
cuencia, es posible observar también una similitud inducida por estos errores
entre demostraciones y experimentos: pueden no ser finales. En el caso de las
demostraciones, en un sentido que se presentara en un momento.

La comprensiéon puede progresar cuando la atenciéon de la comunidad se
desplaza de una determinada situacién matematica a una nueva motivada
por un nuevo resultado. Al comunicar el resultado, el matematico tiene que

4 George PoLYA, Mathematics and Plausible Reasoning, vol. 1, Princeton, NJ, Princeton University
Press, 1954, p. 76.

4 Solomon FEFERMAN, “And so on...: reasoning with infinite diagrams”, en Synthese 186
(2012), p. 372.

#  Véase Philip KitcHER, The Nature of Mathematical Knowledge, New York, Oxford University
Press, 1983, p. 46.
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comunicar comprension y, como Resnik* escribe, ello lo ha de hacer de una
manera psicolégicamente convincente y racionalmente defendible. Parte de
esta comunicacion es a través de las demostraciones. Las explicaciones del
autor se basan en los significados compartidos y el conocimiento existente
en la comunidad. Al mismo tiempo, se pretende que estas explicaciones pue-
dan sugerir y transmitir la comprensién lograda por el autor. Como Tymoc-
zko* dice, las demostraciones son mensajes dentro de la comunidad. Cada
demostracién recoge los elementos para un proceso critico entre los expertos,
proceso que tiene que desarrollar la comprension de los resultados. Hemos
caracterizado esta dimensién de la comprensiéon como progresiva porque, en
el contexto de este proceso social, la demostracién es sometida a escrutinio y
su importancia, finalidad y alcance son evaluados, los errores son identifica-
dos y, a veces, corregidos, un contraejemplo puede ser descubierto y, lo que
es mas importante, la demostracion puede ser eventualmente aceptada. Este
es el sentido que asignamos al posible caracter no final de las demostraciones.

Pensamos que este tipo de revisionismo es inseparable de la dimensién
progresiva de la comprension. En el caso particular de la demostracién, su
andlisis revisionista contribuye a incrementar la comprension. A causa de las
dificiles innovaciones que aparecen en algunas demostraciones y el gran es-
fuerzo que significa su captacion, necesitan de una ulterior explicacién antes
de que el significado del teorema quede claro o para calibrar simplemente su
importancia para el campo en cuestién. Pero algunos resultados aceptados
como verdaderos son de hecho provisionales, y reflejan la mejor, pero posible-
mente errénea, comprension del campo. Si el matematico no la comprende,
puede no ser verdadera. En este caso, es posible intentar otra demostraciéon
utilizando diferentes técnicas. Como resultado, los matematicos pueden sen-
tir que su comprensién se ha vuelto mas rica.

El proceso heuristico de la matematica es realmente mds importante que
la elaboraciéon de demostraciones rigurosas. Parece que la razonabilidad y
el caracter convincente de los resultados suelen disfrutar habitualmente de
prioridad sobre la existencia de este tipo de demostraciones. Por otro lado,
los matematicos difieren en sus concepciones de aquello que constituye una
demostracién rigurosa. Se sostiene que los canones de rigor son relativos a
aquellos matemaéticos activos en una comunidad matemética o incluso, que
no hay canones absolutos de rigor*. De hecho, la mayoria de las demostra-

#  Michael D. ResNIK, “Proof as a Source of Truth”, en Proof and Knowledge in Mathematics,
ediciéon de M. Detlefsen, London, Routledge, 1992, p. 16.

% Thomas Tymoczko, “Making room for mathematicians in the philosophy of mathematics”,
en The Mathematical Intelligencer 8 (1986), p. 49.

% Véanse las cualificadas opiniones de Borel, Gray y Thom en M. ATivAH et alii, op. cit., y también
Arthur JArre y Frank QUINN, ““Theoretical Mathematics”: Toward a Cultural Synthesis of
Mathematics and Theoretical Physics”, en Bulletin (New series) of the American Mathematical Society
29 (1993) 1-13, para algunas ilustraciones en relacién con el trabajo matematico no riguroso.
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ciones verbales o escritas simplemente esbozan los detalles relevantes de los
argumentos que transmiten suficiente conviccién sobre su correccion. Ade-
mas, la construccién de demostraciones rigurosamente completas da lugar a
demostraciones tan largas y de tanta complejidad que una evaluacion resulta
casi imposible, mientras que al mismo tiempo la probabilidad de incrementar
los errores y disminuir la comprensién crece de forma alarmante. Este fue
el caso con la demostracién del tltimo teorema de Fermat por parte de Wi-
les que, con un centenar de paginas publicadas, debia de ser de unas 1000 si
todos los detalles hubieran sido incluidos. De hecho, después de que Wiles
presentara su resultado en una conferencia en Cambridge, otro matematico
descubri6 un error, error que Wiles? pudo vencer muy pronto colaborando
con su discipulo Richard Taylor.

Sin embargo, parece que, como ha mostrado Kitcher*, cuando sea posi-
ble, el rigor puede llevar comprension donde previamente solo habia sos-
pecha o duda y puede ayudar a extender los resultados y el razonamiento
en nuevas dreas de investigacion. En esta linea, la sistematizacién en un
sistema deductivo de axiomas puede realzar o ponderar nuestra compren-
sién de las teorias matematicas unificando, simplificando y proveyendo una
perspectiva global de ellas. Por otro lado, es cierto que una formalizacién no
puede encapsular los aspectos no formales, no mecanicos, del camino que
un matematico sigue hasta llegar a un resultado. El matematico comprende
mas de lo que es posible expresar formalmente. De hecho, la formalizacién
nunca elimina su dependencia de los aspectos meramente comprendidos.
Estos persisten mds o menos conscientemente en la obra subsiguiente. Pero
como contraste, el resultado de la formalizacion incluye tantas sugerencias
que el matematico nunca puede saber o comprender en su totalidad. Pen-
samos que este es el sentido de la declaracion de Mac Lane de que la gene-
ralizacién y la abstraccién son ttiles para lograr la comprension y que los
aspectos formales son elegidos y posteriormente desarrollados para mejorar
la comprensién. Esperanzadamente, el progreso significativo por cualquier
medio deberia constituir un incremento apasionante de nuestra compren-
sién de las matematicas y sus perspectivas de futuro.

5. OBSERVACIONES FINALES

Hemos intentado destacar la importancia de la semiética multimodal en
matematicas a través de las relaciones entre sus diversos instrumentos de re-
presentacion. El objetivo tiene como punto de partida las representaciones
verbales, visuales, simbdlicas, gréficas, etc. El uso de tales representaciones

¥ Andrew WILEs, “Modular elliptic curves and Fermat last theorem”, en Annals of Mathematics
141 (1995), pp. 452-454.

#  Philip KiTcHER, “Mathematical Rigor—Who Needs It?”, en Noiis 15 (1981), p. 486.
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forma el vehiculo a través del cual se exploran, consideran y justifican las
ideas matematicas, se resuelven problemas, se demuestran nuevos teoremas,
se descubren y motivan nuevos resultados y, sobre todo, se profundiza la
comprension de los diversos agentes implicados. El resultado es que la ma-
tematica es un camino muy largo en la expansion de las dimensiones de la
comprension desde su comienzo en el contexto social de la escuela, como una
interaccién entre profesorado y estudiantes, hasta la presentacién de un resul-
tado matematico con comprension en el contexto social de la comunidad ma-
tematica. La comprension es la fuerza que produce actividad y cambio. Con
la intuicién empieza una parte de la matematica que acaba en demostracién
y la (necesidad de) comprension es el elemento dominante y que acompaia
en cada paso. Como la demostraciéon sugiere nueva matematica, el circulo
se cierra. Esta podria ser considerada como una vision local de la cuestion,
pero una visién que puede ser aplicada a cada proceso matematico. El circulo
se expande, y como consecuencia también la comprensién. Todo en conjunto
explica el caracter especial de la matematica: un proceso dindmico, conducido
por la creacién de nuevos argumentos/demostraciones (comprension creati-
va) y guiado por los debates criticos (comprensién progresiva). Todo ello nos
permite concluir con estas observaciones:

(1) Una comprensién llena de perspicacia es posible y necesaria en cada nivel de
la actividad matematica, incluso al nivel del rigor y la sistematizacion axiomatica.

(2) La comprension en mateméticas es una empresa nunca acabada debido
a que las ideas y los resultados matematicos estan permanentemente abiertos
a la revisién y a la integracién con nuevos materiales.

(3) La comprension activa es un requisito para conseguir nuevas ideas y
nuevos resultados matematicos.

(4) La demostracién matematica no es solo un instrumento de investiga-
cién, sino también una via para incrementar la comprension, una via de la que
se espera que pueda mostrar que la comprension del matematico fue acertada.

(5) La comunidad matemadtica es la garante de esta comprension.

Como resultado, la matemaética es una tarea colectiva, cuyo progreso se mide
por la comprension de nuevas ideas y nuevos resultados en el contexto de la co-
munidad matemaética que interactiia a través de diversos modos semidticos.
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