Légica y matemdtica en K. Godel

En todo ensayo de Ciencia ficcién se hacen obligadas unas pala-
bras liminares que aseguren al lector que lo narrado es veridico. Pa-
labras liminares que, en el caso de este ensayo, por versar acerca de
Légica y Matemdtica, no pueden asegurar al lector la veracidad de lo
que en él se narra. Muy al contrario, es obligado afirmar que todo lo
que en este ensayo se lea es falso.

Palabras liminares que, aqui, deben indicar que el escrito se pre-
tende como un homenaje al matematico austriaco Kurt Godel (*). Se
inténta exponer —tras un muy breve y esquematico encuadre— tanto
las contribuciones como los métodos creados por Godel y, sobre todo,
algunas consecuencias y perspectivas que los mismos provocan. No
todas, ni siquiera las que se exponen, en su cabal desarrollo. Con la
advertencia de que algunos teoremas van demostrados —no en la for-
ma original plasmada por Godel, sino en la linea producida por una
perspectiva posterior—; otros, sélo esbozada su demostracion; los mds,
inicamente en su enunciado.

Las referencias bibliogréficas, cuando son de G&del, dnicamente se
indican por la fecha de su publicacién. Al final de algunos paragrafos
se agregan la de aquellos autores que més directamente han sido ma-
nejados. En especial debo mencionar Kneebone 1963, de Lorenzo 1974,
Monk 1976, Mostowski 1966.

(*) Efectivamente el trabajo se escribié con ocasién de la muerte de K. Go-
del, hace ya mis de afio y medio, pero no ha podido imprimirse hasta el pre-
sente.
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A. ENCUADRE

1. Los Fundamentos de la Matemdtica y su crisis

En el ultimo tercio del siglo x1x y en el interior pero a la vez frente
a la corriente de Aritmetizacion del Anélisis, surge €l uso —y abuso en
el decir de Frege— de términos como «conjunto» y «aplicacion». A
partir de 1870 ambos términos se hardn caracteristicos de un nuevo
modo de enfrentarse con €l objeto matematico, modo que enfoca las
globalidades como dadas en acto y de antemano. Quiero decir, en lu-
gar de partir del objeto hacia el conjunto, se va a tomar como punto
de partida el conjunto y, a su través, el elemento individual. Es un
nuevo modo de hacer matemdtico que Clifford plasmard en 1872 indi-
cando que la «matematica moderna» es aquella cuyo objeto es el «con-
junto» y la «funcién» entre conjuntos. Enfoque inverso al existente
entre los matemdticos hasta esas fechas, que obliga a la creacién de
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nuevos ‘operadores y de nuevos modos de demostracién. Nuevo enfo-
que de la Matemdtica que va a tener como portavoces adelantados a
Dedekind y Cantor, a Frege y Peano; como oponente irreconciliable,
a Kronecker.

Corresponde a Cantor la plasmacién de la teoria intuitiva de con-
juntos desde 1874. Su creacién supone la definitiva cristalizacién de
una ruptura epistemologica en el hacer matematico, un cambio en di-
cho hacer. En primer lugar, la teoria intuitiva de conjuntos influye de
manera decisiva en el total de la Matematica. Y ello porque practica-
mente toda la Matemdtica de su tiempo vy la construida tras é] puede
estimarse como una parte de la teoria intuitiva de conjuntos —con mas
precision, hoy deberia indicarse que las teorias matematicas encuen-
tran modelos conjuntistas—. Su primer éxito se centrd en la sistemati-
zacién de la teoria del nimero real y, con ella, de la teoria de fun-
ciones de variable real. Exigi6, este éxito, la creacién de las nociones
topoldgicas ligadas al cuerpo de los nimeros reales. Nociones topold-
gicas que no incluian, sino todo lo contrario, las ideas «intuitivas» de
los creadores del Cilculo, Leibniz y Newton, eliminidndolas de todo el
hacer matem4tico. Quiero decir, el nuevo enfoque globalizador impe-
dia hablar de la metafisica de los infinitésimos.

En segundo lugar, y en contrapartida al éxito, la teoria intuitiva de
conjuntos planteé toda una serie de problemas, ligados al cambio de
estatuto ontoldgico del objeto matemdtico. Teoria intuitiva originada
por la inversién respecto al enfoque matemdtico anterior. Consecuente
con la inversién, la teoria intuitiva de conjuntos va a constituir una
auténtica teoria del infinito actual. Frente a la aritmetizacién construc-
tiva en la cual, como Gauss sefialara, el término infinito no constituia
sino una forma de hablar en la que no se admite la totalidad que im-
plica el término, la teoria de conjuntos es tal que lo primero, en ella,
es el infinito actual escindido en una escala de infinitos y, después, se
constituye lo finito, como mero rincén de lo infinito.

La inversi6n no afecta a tan sélo el objeto y a nuevos modos de
operacién con el mismo —uniones, intersecciones, complementacion,
potenciacion, n-tuplas ordenadas..—, sino a los métodos de manejarlo:
Métodos de definicién y demostracion —como el de la diagonal, el de
eleccion— que son, como los calificara Poincaré, impredicativos. Im-
predicatividad, autorreferencia o circulo vicioso que se manifiesta en
el manejo de la autorreferencia tanto para caracterizar al objeto como
para la demostraci6n de las propiedades de los mismos, dado que cada
objeto se caracteriza en funcién de la totalidad a la cual dicho objeto
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pertenece. Impredicatividad que es consustancial al nuevo modo de ha-
cer, porque el mismo parte, como sefialara Poincaré, de la admision de
una hipétesis existencial muy fuerte: la que asegura la existencia del
infinito, hipétesis que se reflejard en la formulacién axiomitica median-
te el axioma de comprehension.

Partiendo del mismo contexto que Cantor, Frege intenta clarificar
los dos términos que los mateméticos «modernosy» utilizan sin preci-
sién: los de «conjunto» y «aplicaciény». En ese intento clarificador Fre-
ge adopta una posicién previa: clarificar es definir, rigurosamente, y
ello no ¢s sino una labor estrictamente 16gica. De aqui que Frege reem-
place los dos términos anteriores por los que califica mas rigurosos
conceptualmente: «concepto» y «relacién». Frege, en su intento, tiene
que sistematizar, en primer lugar, aquello en lo cual clarificar y definir
los términos matematicos. Frege tiene que crear la Loégica formal ade-
cuada. Y asi establece en primer lugar el Célculo proposicional y, des-
pués, el Calculo de predicados. Realizada esta labor, el segundo paso
es definir todos los conceptos matematicos en términos de estos siste-
mas 16gicos comenzando por las nociones de la Aritmética, por el con-
cepto de nimero natural. El segundo paso consiste en reducir la Arit-
mética, ]a Matematica, a la Logica. Frege ha adoptado la misma posi-
cién, en el fondo, que Cantor: ha invertido, estimando por ejemplo, que
el ndimero natural debe ser definido en términos de «concepto» y «re-
lacion» frente a la idea de que el nimero natural es lo mas simple.

Por caminos paralelos, tanto Cantor como Frege pretendieron dar
un fundamento a todo el hacer matemitico. Toda la Matematica po-
dia ser apoyada en la teoria intuitiva de conjuntos o bien en un calculo
de 16gica formal. Sin embargo, la aparicién de las antinomias a dltimos
de siglo v primeros de éste mostraron que la teorfa de conjuntos era
inconsistente, contradictoria. Y que la inconsistencia se apoyaba, por
un lado, en el uso de la impredicatividad, de la autorreferencia, obli-
gada al anteponer el infinito actual; por otro, en el hecho de admitir
que toda propiedad caracteriza a un conjunto, el formado por aquellos
elementos que satisfacen dicha propiedad, y que constituye el postu-
lado de abstraccién. Las antinomias afectan por igual al sistema fregea-
no, version paralela a la conjuntista, si se enfoca extensionalmente.

2. Intentos de solucion

Que la teoria intuitiva de conjuntos se mostrara inconsistente sig-
nificaba, para la Matemética, una auténtica crisis. Y ello porque todas
las nociones mateméticas conocidas podian estimarse- como partes de
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la teoria de conjuntos, enfocada, asi, como base o fundamento —y ana-
logamente si se pretendiera en el enfoque fregeano, logicista—. De aqui
que fuera el total de la Matemética el que se manifestara contradictorio.
Crisis no s6lo de la Matemitica o afectando a tan sblo la Matematica.
Porque si en principio ningln matematico estaba dispuesto a renun-
ciar a lo ya logrado, tampoco los cientificos, dado el uso que de la
Matematica hacian, querian renunciar a tal herramienta, la més segura
de las conocidas y clave para su propia teoria cientifica. Renunciar a
la Matemdtica por inconsistente, por contradictoria, equivalia a renun-
ciar a toda la ciencia; parecia un precio excesivo.

Sin plantearse el problema o admitiendo la posibilidad de que otros
demostraran la consistencia, muchos matematicos prefieren continuar
su trabajo, sin abandonar nada de lo hasta entonces obtenido. Puede
calificarse como posicion del pragmatico quien, si piensa, piensa que
ya habra otros que resuelvan el problema. Una segunda postura es la
de quienes, de modo efectivo., acuden a investigar, primero, las causas
para, después, intentar poner los remedios con los que enderezar o su-
perar las contradicciones; medios en los cuales se irdn desarrollando
nuevos conceptos y métodos matematicos; en otras palabras, se ird
haciendo matemética. Es la posiciéon de quienes se ocupan en dar un
fundamento lo mas seguro posible al hacer matematico, o una justifica-
cién al mismo.

Tras un periodo de polémicas que pretenden aclarar las causas de
las antinomias, en los entornos de 1908 cristalizan tres intentos de solu-
cién con sus previas cargas ontoldgicas: a) Logicismo; b) Constructi-
vismo; ¢) Axiomatizacién y Formalismo.

a) El Logicismo viene representado fundamentalmente por Russell,
y su deseo se centra en modificar lo menos posible lo ya logrado por
Frege. Como una de las posibles vias superadoras, Russell crea la teo-
ria de los tipos-al admitir, tras Poincaré, como una de las causas de
la crisis la impredicatividad. Linea de Russell en la que colabora, y de
modo esencial, Whitehead, culminando en la composicién de Principia
Mathematica. Los dos objetivos de Frege intentan ser plasmados en
esta obra. Sin embargo, Russell-Whitehead deben introducir, en cuanto
a la construccién del sistema 16gico, y junto al axioma del circulo vi-
cioso, el axioma de reducibilidad. que no va a ser otra cosa que la
puerta falsa por donde penetra la impredicatividad que quieren elimi-
nar; y en cuanto al segundo objetivo, reduccion de la Matemética al
sistema logico construido, han de aceptar dos axiomas cuyo cardcter
logico es inexistente, dado su contenido féctico, existencial: el del in-
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finito y el de eleccién. Ademds, y como Gddel sefialara (1944), no hay
separacién alguna entre sintaxis y semdntica ni especificacién conse-
cuente de las reglas de formacion de féormulas ni de las reglas de deri-
vacion...

Obra fundamental, PM repercute basicamente en lo que no era su
objetivo quiza central, repercute en la adopcion de su axiomatizacién
de la Logica al menos en los circulos matematicos. En los circulos
filoséficos influye quizd mds decisivamente en cuanto a hacer patente
la necesidad de precision en el lenguaje a utilizar y que, siguiendo la
linea fregeana, cristaliza en las corrientes analiticas del lenguaje. Co-
rrientes diversas que llevan a declarar que la significacién constituye
el problema central filoséfico del siglo xx. Corrientes que, por otro
lado, no participan de modo esencial en el desarrollo interno de la
Légica, sino que meramente se sirven de la Ldgica como instrumento
¢ herramienta para intentar resolver los problemas del lenguaje filoso-
fico, provocando una relacién entre Filosofia y Logica al estilo de la
existente entre la Fisica y la Matemdtica. En otras palabras, se adopta
un enfoque analitico de la 1ogica que va a desembocar, tras Wittgens-
tein, en una concepcién puramente lingiiistica, en un enfoque de la
Légica y de sus principios como meros juegos de lenguaje, abando-
nando el aspecto interno, riguroso —calificado de meramente técni-
co— por ¢l especulativo, lo que va a provocar, en mas de una ocasion,
fallos respecto a temas y resultados bésicos de la Logica.

b) Las corrientes constructivistas son muchas y. a veces, no muy
de acuerdo entre si. La més conocida en los terrenos de la crisis es la
sostenida por los intuicionistas, el ala mas radical, los bolcheviques de
la Matemitica como los calificara Ramsey. Para ellos la Matematica es
una pura construccién intuitiva del matematico, primaria e irreducible
a cualquier otro campo. La crisis se resuelve creando otra Matemaética
que, apoyada en la aritmética como dato primario, esté libre de la im-
predicatividad y, por consiguiente, de cualquier tipo de contradiccién.
Desde este punto de vista, los intentos de demostrar la consistencia,
por ejemplo, carecen de sentido, al igual que carece de sentido el pro-
pio problema de los fundamentos. Desde este punto de vista, definir
es dar un medio de construir, de modo efectivo y en un nimero finito
de etapas, el objeto definido. El infinito actual, por supuesto, no existe;
menos aun, las distintas escalas de transfinitos. Y los principios de ra-
zonamiento —asi, el de tercero excluido— son vélidos Gnicamente para
conjuntos finitos y perfectamente determinados, sin ser vélida su extra-
polacion mis alld de la finitud estricta.
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Sin llegar a la postura radical intuicionista, que exige la recons-
truccién total de la Matemaética conocida, pueden situarse constructi-
vistas como Poincaré, Weyl, Skolem. Dadas las repercusiones en el
trabajo posterior de la Légica, debo resefiar, brevemente, el papel del
matematico noruego.

Skolem rechaza la construccion formal-logicista de PM por su ca-
racter no constructivo, ya que hace uso libre de los cuantificadores exis-
tencial y universal, por lo cual férmulas como Vxa(x) o Ixa(x) no
son decidibles cuando el dominio de individuos no es finito. Segtin Sko-
lem, las expresiones aritméticas pueden ser tratadas con solo variables
libres y no como proposiciones puras, como proposiciones en las cua-
les todas las variables aparecen acotadas. Variables aparentes, ademas,
con s6lo un dominio finito de variacién. Por otro lado, siguiendo a
Poincaré, en el desarrollo formal de la Aritmética debe apoyarse el
matematico en las definiciones recursivas y en €l método de induccién.

Skolem lleva adelante su programa —tanto critico como construc-
tivo— de manera publica desde 1920. En ese aiio aparece su demostra-
cién de un teorema de Lowenheim por ¢l cual si una férmula del célcu-
lo de predicados de primer orden es satisfacible, entonces es y,-satis-
facible. En el proceso demostrativo Skolem prueba que toda férmula
bien formada del célculo de predicados de primer orden tiene una for-
ma equivalente que consta de todos los cuantificadores situados en pri-
mer lugar seguidos por la matriz libre de cuantificacién. Es la forma
que hoy recibe el nombre de forma normal de Skolem y constituye una
de las herramientas centrales del aparato logico —fundamentalmente
en los terrenos de la decidibilidad tras los trabajos de Tarski—. Forma
normal que usaridn tanto Herbrand como Godel para enfrentarse con
el problema de la completitud que se encuentra prescrito, aunque no
explicito —en terminologia de Galois— en el ensayo de Skolem 1922.

El matematico noruego, a partir de la generalizacién del teorema
de Lowenheim-Skolem demuestra, en 1923, que la teoria formalizada
de conjuntos, la teoria de Zermelo, posee un modelo numerable, lo que
da paso a la llamada «paradoja de Skolem»; como los nimeros natu-
rales pueden ser definidos en términos conjuntistas, ello le conduce
a ver la posibilidad de que puedan construirse dos sistemas diferentes
de nimeros naturales. Posibilidad que conseguird demostrar, de ma-
nera efectiva, en 1934, construyendo un modelo no canénico de los
nimeros naturales.

Naturalmente, Skolem explota ampliamente las discrepancias entre
el enfoque constructivo por el que expone la aritmética apoyada en las
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funciones recursivas, y la imposibilidad tanto de su axiomatizacién co-
mo de su formalizacién, mostrando la no categoricidad de la teoria de
conjuntos. Desde este iltimo enfoque, en el que Skolem llega a com-
pletar la axiomética conjuntista de Zermelo y darle la forma cané-
nica en el sistema que hoy recibe €l nombre de Zermelo-Fraenkel y que
més justamente deberia recibir el de ZFS, afirmard que la teoria de
conjuntos es incapaz para resolver cuestiones referentes a la cardinali-
dad y, en particular, es incapaz de resolver la hipétesis del continuo.
Por la relatividad de las nociones conjuntistas —interpretacion del ma-
temético noruego respecto a la paradoja de su nombre—, debe buscar-
se €l apoyo en otros métodos y éstos no pueden ser mas que los basa-
dos en la induccién. Y una defensa de la induccién completa, frente
a Hilbert, se encontrara en ¢l pardgrafo 7 de su ensayo 1922, previo a
la publicacién de su Fundamento de la aritmética recursiva en los mo-
dos inductivos de razonamiento, de 1923.

c) Junto a la linea constructivista, la de mayor repercusién entre
los matemdticos vino dada por la posicién de Hilbert y su escuela. En
ella se deben distinguir, en primer lugar, el enfoque de pragmitica ma-
temética y el enfoque de justificacién —que no de fundamento— de
dicha pragmaética. A su vez, la primera debe escindirse en dos planos:
por un lado, el puro hacer matemdtico, con los métodos que a cada
matematico se le ocurran —aproximacion, analogia, reduccién al ab-
surdo, induccién finita o transfinita..—, y por otro lado, la sistemati-
zacién y ordenacién de ese hacer. Sistematizacién que se apoya, bési-
camente, en el método tradicional matematico, el método axiomatico
o hipotético-deductivo.

Para los hilbertianos ninguna proposicion aislada tiene sentido al-
guno; las proposiciones —sean o no de la Matemética— s6lo alcanzan
su sentido en el interior de una teoria. A su vez, una teoria sblo ad-
quiere una forma organizada si se presenta en forma axiomatizada.
La Matemdtica, para Hilbert, muestra un cardcter modélico en este
campo porque permite que sus distintas teorias aparezcan sistematiza-
das, organizadas. Constituyen, tales teorias, el desarrollo de unos axio-
mas caracterizadores de la misma. Y por este caricter modélico, las
restantes disciplinas cientificas deben tender a estructurarse como teo-
rias axiomadticas, con lo cual alcanzaran un grado de desarrollo 6ptimo
—vy tal constitucién, al menos de las teorias fisicas, la incluye Hilbert
como uno de los problemas matematicos en su programa de 1900—.
Debo precisar que las teorias axiomatizadas mateméticas constituyen
un hacer, un trabajo matematico, por lo cual contintian siendo creacio-
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nes, construcciones mentales, en el tiempo, del matematico. Como ta-
les, en ellas cualquier procedimiento es vélido, como productos de la
imaginacidén. Deseo resaltar este punto porque se han provocado gran-
des distorsiones al hablar del «formalismo hilbertiano», olvidando esta
faceta. La escuela formalista coincide con el constructivismo al seiia-
lar que la Matemética, méds que un producto de la razén lo es del in-
telecto y, sobre todo, de la imaginacién, porque la Matemética afinca
sus raices en lo simbélico, no en lo signico. De ahi que posea un con-
tenido pero no un referencial y no pueda hablarse de la abstraccion
de lo concreto material, sino de lo simbdlico. Es posicién opuesta al
logicismo, de realismo extremado. Frente al caricter naturalista empi-
rico del matemético logicista, el matematico formalista se considera en
el mismo plano de creacién que el artista. Consecuentemente, el reino
de la Matemadtica es el reino de la libertad creadora imaginativa.

Ahora bien, la imaginacién, como ya sefialara Goya en uno de sus
grabados, crea monstruos. Y uno de esos monstruos es, precisamente,
el infinito actual. De aqui que, para controlar tales monstruos, para
justificar el hacer matematico, Hilbert imponga un segundo tipo de
hacer matemaético, justificacionista. Y este enfoque debe ser tal que
prohiba la aparicién de dichos monstruos o al menos los controle. De
lo contrario no podria hablarse de justificacion alguna. Debe apoyarse,
asi, en el formalismo sintictico, pricticamente empirico, con manejo
de marcas concretas, de simbolos en el papel o sonidos discretos. In-
cluso en 1904 Hilbert llega a rechazar la induccién completa como mé-
todo estrictamente finitista, intentando mostrar que puede prescindirse
de este procedimiento. Lo cual es imposible como le criticara Poincaré
y tendria que aceptar, no de muy buen grado. el propio Hilbert.

El enfoque justificacionista estard constituido por la Metamatem4-
tica o teoria de la demostracién, en la que se construyan sistemas for-
males, sintécticos, sobre los cuales el matematico razone de manera se-
gura, es decir, de manera finitista. Para ello se deberdn traducir a len-
guaje formal las teorias axiomatizadas. Traducidas, el objetivo se cen-
trard en demostrar, sinticticamente, por «métodos finitistas» —que
nunca seran especificados de modo preciso—, una serie de condicio-
nes epistemolégicas que parecen deseables que toda teoria, mateméti-
ca o no, posea. Fundamentalmente, por condicién esencial para evitar
nuevas crisis, la consistencia, es decir, que dada una proposicién es-
crita en el lenguaje del sistema formal, no puedan encontrarse, en €l
tanto esa proposicion como su negacion. A esta condicién central para
el programa justificacionista se agregan la de completitud, es decir, que
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toda proposicion que sea vélida en la teoria axiomditica pueda ser de-
mostrada en el sistema formal, y reciprocamente; y la de decidibilidad,
que pueda encontrarse, en un numero finito de pasos, una demostracién
de toda proposicion del sistema formal.

Requisitos epistemolodgicos que han de poder demostrarse del sis-
tema formal que traduzca sinticticamente la teoria que se esté consi-
derando. De esta manera, aunque en el hacer matemaético se maneje
el infinito actual, como un elemento trascendente en el mismo sentido
a como se manejaron los elementos imaginarios —los complejos, las
rectas isotropas..—, en la metamatemdtica el infinito actual no estara
presente de una manera directa y, por ello, si se demuestran las con-
diciones anteriores, podrd quedar justificado el hacer pragmaético ma-
tematico, evitindose, a la vez, las antinomias, las contradicciones.

Es programa que obliga, en primer lugar, a la caracterizacién es-
trictamente sintictica de «sistema formal» o «teoria deductiva» cons-
truida sobre un lenguaje formal determinado. Asi, un sistema formal
tendrd que venir dado en funcién de un lenguaje con su vocabulario
basico que habra que especificar; la construccion de las férmulas o ex-
presiones como sucesiones de simbolos del lenguaje, sucesiones que,
en principio, se admiten Unicamente finitas; la especificaciéon de los
axiomas —tanto de los considerados comunes a todas las teorias sobre
un mismo lenguaje como los especificos a la teoria a considerar—; es-
pecificacién explicita de las reglas de demostraciéon o derivacién for-
mal, como aplicaciones del conjunto de férmulas por si mismo n-veces
en el conjunto de férmulas. Realizada la descripcion del sistema for-
mal, caben dos opciones: desarrollar proposiciones internas al sistema
formal —labor del logico; demostrar las condiciones epistemolégicas
de dichos sistemas, condiciones que pertenecen a la metateoria —labor
de justificacién metamatemdtica o metalégica—.

De esta manera se produce una dicotomia en el hacer matematico:
por un lado, para el hacer pragmatico basta la axiomatizacién mate-
rial; por otro, para tratar de la metamatemdtica, hay que construir
sintacticamente dicho sistema formal. Ahora bien, una vez construido,
puede razonarse como en el nivel matemadtico, pero teniendo ahora
como nuevo objeto el sistema formal. Y ello va a implicar, a muy corto
plazo, la absorcién de los sistemas formales de la Logica por la mate-
matica pragmética.

A pesar del caracter finitista del programa de Hilbert, este progra-
ma no es estrictamente constructivo, porque ya la traduccién de las
proposiciones mateméaticas a lenguaje formal puede no trasladar com-



11 LOGICA Y MATEMATICA EN K. GODEL 401

pletamente lo que en dichas proposiciones se contiene. Critica valida,
igualmente, para la propia axiomatizacién material. Ademas, si se tie-
ne un sistema formal T, mediante la metateoria MT se puede justificar
T; pero esta metateoria puede, a su vez, ser formalizada y ello exigiria
oira metametateoria. Habria que evitar el regreso al infinito o la jus-
tificacién careceria de absolutismo. A este punto se agrega la condi-
cién de que las pruebas de consistencia relativa, por ejemplo, no harian
otra cosa que remitir el problema de la consistencia de la teoria que
se tome como apoyatura; lo cual ya habia realizado Hilbert en sus
Fundamentos de la Geometria. De aqui la necesidad, en el programa
hilbertiano, de demostraciones finitas de consistencia que puedan ha-
cerse interiores al sistema formal. Obligaba, esta necesidad, a desarro-
llar el aparato 1égico pero no como un aparato independiente sino in-
timamente ligado, en el mismo plano y funcién, al hacer justificacio-
nista matematico. '

B. GODEL Y LA LOGICA MATEMATICA

El trabajo realizado por la escuela hilbertiana, asi como el de al-
gunos constructivistas como el citado Skolem, permite que en los alre-
dedores de 1930 puedan estudiarse no ya proposiciones aisladas o se-
guir las discusiones en términos mas 0 menos vagos o intuitivos, sino
que se tomen tanto las teorias axiométicas como el propio sistema for-
mal como nuevo objeto de estudio, de trabajo. Y entre los sistemas
formales hay que incluir los distintos sistemas 16gicos. El contexto de
1930 se asemeja al que indiqué al comienzo como existente en los en-
tornos de 1875. En lugar del criterio de globalizacién se tiene ahora el
de sistemas formales caracterizados por €l conjunto de sus axiomas.
Y es en este contexto en el que aparecerdn figuras como las de Tarski,
Godel, Herbrand..., en competencia para la resoluciéon de las cuestio-
nes epistemoldgicas, pero ya participando —de alguna manera— en el
nuevo enfoque logico-matematico. Enfoque que cristalizard, ya de mo-
do definitivo, en los entornos de 1939 en que una nueva ruptura epis-
temoldgica hace que el objeto matemadtico deje de ser el «conjuntox»
y la «aplicacién» para pasar a convertirse en la «estructura», combi-
nacién de estructuras y «morfismoy entre las mismas.
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1. Completitud de L,

Nacido el 28 de abril de 1906 en Brno, ciudad austrohingara en-
tonces y hoy checoslovaca, presenta Godel su disertacion doctoral en
la Universidad de Viena en 1930 bajo la direccién del gran matema-
tico Hans Hahn, miembro del Circulo de Viena y de tendencia cons-
tructivista, aunque ligado, en parte, al circulo de Hilbert. El grado de
Doctor lo obtiene Godel el 6 de febrero de 1930 y la tesis consiste en
la demostracién de «La completitud de los axiomas del célculo fun-
cional de Logica». Una version de dicha tesis la publica el mismo
afio 1930.

En terminologia y simbolismo adopta Godel los de Hilbert-Acker-
mann 1928, donde el sistema axiomatico para el calculo restringido de
predicados es el de PM simplificado por Bernays, acompafiado de la
especificacién de las reglas de derivacién, no contenidas en PM. Como
Godel sefiala, Bernays habia logrado demostrar en 1926 la completitud
del Calculo proposicional. Problema de completitud que Gdodel plan-
tea en los términos siguientes: Es concebible que existan proposiciones
verdaderas —demostradas por otros principios que no sean los del sis-
tema de axiomas— y que, sin embargo, no puedan ser derivadas en el
sistema en consideracién. La completitud asegurard que tal cuestion
no es posible, es decir, asegurard que cualquier férmula del célculo de
predicados de la que pueda admitirse su verdad por otros medios se
sigue de los axiomas del calculo. Y es la demostracion de tal comple-
titud el objetivo del ensayo de Godel. Objetivo que se formula en el

Teorema I: Toda formula vdlida del cdlculo funcional restringido
es demostrable. En simbologia posterior: ==¢a => |— a

Tras admitir que toda férmula puede expresarse en forma normal
de Skolem, Godel demuestra la equivalencia de este teorema con el

Teorema II: Toda formula del célculo funcional restringido es o
refutable o satisfacible.

Y con una advertencia: satisfacible en un dominio numerable de
individuos; al igual que en el teorema I, la validez se toma en un do-
minio numerable de individuos. La demostracion se realiza en proceso
semejante al de Skolem 1920 para el teorema de Lowenheim-Skolem,
como anotard posteriormente el mismo Godel, y consiste en reducir
el grado de la forma normal, para lo cual debe utilizar el lema del
infinito de Konig.

Por el uso del lema anterior, por la conexién obligada que se rea-
liza entre la demostrabilidad sintactica y la deducibilidad seméntica,
la demostracién no es, no puede ser constructiva, aunque Godel haga la
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advertencia de que al demostrar que «valido» es lo mismo que «de-
mostrabley, el teorema de completitud contiene una reducciéon de lo
no-numerable —a que hace referencia lo vélido—, a lo numerable —a
que hace referencia lo demostrable—, cuestién importante para el pro-
blema de decision y que no es otra cosa que la formulacién del teore-
ma de Lowenheim-Skolem.

Godel da dos consecuencias de su teorema. En primer lugar, lo ge-
neraliza para el Calculo de predicados con igualdad, aunque mante-
niéndose en lo numerable. En segundo lugar, demuestra, por métodos
semanticos, su Teorema X, y que no es otro que el

Teorema de Compacticidad: Para que un sistema de formulas infi-
nito numerable sea satisfacible es necesario y suficiente que todo sub-
sistema finito sea satisfacible.

Aunque la demostracién no presentara un cardcter constructivo,
constituia un éxito del programa hilbertiano, en principio. En Hilbert-
Bernays 1939 se da una demostracion de caricier metamatematico me-
diante la aritmetizacién posterior, estableciendo que si una férmula es
irrefutable en el cilculo de predicados de primer orden, es irrefutable
en todo sistema-consistente S que permanece consistente cuando a los
axiomas de la teoria de nimeros se le agregan los axiomas de S. Linea
seguida y generalizada por Wang desde 1951.

Desde un enfoque mas constructivo, la demostracién deberia seguir
la linea mds cercana a la contenida implicitamente en Herbrand 1931,
aunque establecida en 1929, del contraejemplo, y que formalizardn in-
dependientemente entre si, Beth, Schutte..., en los entornos de 1954. En-
tornos en los cuales también se establece la demostracién de cardcter
algebraico de este teorema de completitud.

En principio la demostracion del teorema pudo estimarse como me-
ra fase para el cumplimiento del programa hilbertiano. Sin embargo,
tras la demostraciéon de incompletitud de la Aritmética formal y de las
Légicas de orden mayor que 1, se va a convertir en una de las claves
para la teoria de modelos creada por Tarski, donde importan menos
los problemas epistemologicos como problemas externos de los siste-
mas formales, que las relaciones que puedan existir entre un sistema
formal y una interpretacién, un modelo del mismo, o las relaciones
entre distintos sistemas formales; con lo cual dichas condiciones epis-
temoldgicas quedan interiorizadas al trabajo 16gico matematico. Impor-
tancia de la completitud desde la perspectiva tarskiana, de enfoque
més semantico.



404 JAVIER DE LORENZO ' 14

El teorema fue generalizado por Mal'cev en 1936 para conjuntos
no numerables y por el propio Tarski, aunque la demostraciéon que hoy
se sigue, practicamente la canénica, sea la establecida por Henkin en
1949, y que hace uso de la extensién de lenguajes. Teorema generali-
zado de completitud, de cardcter global, que puede enunciarse en los
términos:

Un sistema de proposiciones de un lenguaje L es completo si y sélo
si posee un modelo, es decir, si y sélo si es satisfacible.

Hay que observar un hecho inmediato: La completitud de un sis-
tema se liga a la consistencia, y el enunciado anterior se mantiene co-
rrecto, si se reemplaza el término «completo» por el de «consistente».
Ello refleja el método de demostraciéon de consistencia seméintica me-
diante la exhibicién de un modelo. Método que por analogia recuerda
los utilizados en Matematica desde Descartes.

Consecuencia de este teorema y del més operativo y estrictamente
semAantico de compacticidad o finitud es el hecho siguiente:

Si una teoria tiene un modelo infinito, entonces dicha teoria posee
modelos de cualquier potencia infinita.

Esta proposicion, precisamente, constituye el teorema de Lowen-
heim-Skolem-Tarski que, junto a la compacticidad, van a caracterizar
a las légicas de primer orden en el sentido de que ninguna extensién
de las mismas poseerdn estas dos propiedades, como ha demostrad
Lindstrdm en 1969. '

Mera aplicacion, pues se tiene el hecho de que la teoria formal de
la Aritmética, al tener como modelo el de los naturales, que es infi-
nito, tiene que poseer modelos de cualquier otro cardinal. Es decir,
existen modelos no canénicos de la Aritmética —concretamente 2%
modelos numerables—, aunque no recursivos, no isomorfos entre si.

2. Proposiciones indecidibles

Gdodel no iba, sin embargo, en la linea de la teoria de modelos. Con-
tinda ligado a los problemas de la metamatematica. Y el paso siguiente
a su demostracién de completitud del calculo de predicados de primer
orden se centra en el esfuerzo por demostrar tanto la completitud como
la consistencia de la Aritmética formal. El 23 de octubre de 1930,
Hans Hahn presenta un abstracto en la Academia de Ciencias de Vie-
na: «Algunos resultados metamatematicos sobre completitud y con-
sistencia». Y el 17 de noviembre del mismo aifio Godel envia el origi-
nal, que se publica en 1931, del més famoso de sus trabajos, el que
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contiene el teorema de Godel: «Sobre proposiciones formalmente in-
decidibles de PM y sistemas relacionados con él».

El cambio de titulo del abstracto al texto completo es significativo
y més si se lee la Exposicion introductoria de Gédel. En ella hace re-
ferencia, fundamentalmente, a uno de los objetivos centrales que atri-
buye al proceso formalizador: probar cualquier teorema de forma me-
cénica; es decir, resolver el problema de decidibilidad. Godel afirma
que la posicién formalista entrafia la conjetura de que los axiomas y
las reglas de inferencia constituyen los instrumentos suficientes para
decidir cualquier cuestién matemédtica formalmente planteada. Y el re-
sultado de su trabajo es demostrar que dicha conjetura es falsa, que
el objetivo planteado en la misma es inalcanzable en todo sistema for-
mal que satisfaga unas ciertas condiciones. Y lo es porque pueden
construirse proposiciones indecidibles, es decir, proposiciones tales que
ni ellas ni su negacién son demostrables en el interior del sistema for-
mal, a pesar de lo cual pueden interpretarse seméanticamente como ver-
daderas. Consecuencia inmediata de esta indecidibilidad es la incomple-
titud de los mismos, al igual que la imposibilidad de demostrar la pro-
pia consistencia. Pero bien entendido que estos teoremas se van a pre-
sentar como mera consecuencia de la construccién de proposiciones
indecidibles. Es el giro que muestra el cambio de titulo. Y es la clave
del cimulo de originalidades que se encuentran en el trabajo de Gédel,
hasta el punto de que lo importante no es ya el resultado, los teoremas
en si. sino los métodos construidos para alcanzarlos.

Resalto que lo importante son los métodos en si, mas que los pro-
pios teoremas —con ser importantes, bisicos, ciertamente—. Métodos
aue permiten construir, de modo efectivo, proposiciones indecidibles en
ciertos sistemas formales, agquellos que contengan no sblo variables sino
nombres para las mismas. Sistemas en los cuales pueda hablarse de
ellos mismos. Y que, por consiguiente, traten de mantener el mismo
papel aue el lenguaje ordinario, autorreferente. Godel ejemplifica esta
construccién para el sistema formal de la Aritmética P, construido con
los axiomas de PM mads los de Peano, aunque tales resultados se veri-
fican para la teoria de conjuntos, para toda la Matematica.

Exposiciones de los teoremas de G&del hay muchas, y aqui voy a
dar una apoyada en las repercusiones del trabajo gddeliano, aunque
ciertamente la mejor exposicién sea la del propio Godel, por la riqueza
de ideas que entornan su construccién. Lo que pretendo es seguir el
hilo del ensayo original, pero intentando destacar las ideas centrales
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y, fundamentalmente, las consecuencias que los métodos han provoca-
do, a pesar de que, con ello, no siga una marcha lineal expositiva.

Y lo primero que debe hacerse es la descripcion estrictamente sin-
thctica del lenguaje y del sistema en el cual se intente formalizar la
teoria mateméatica a considerar. Los elementos de dicho lenguaje son
simbolos que se escinden, en el vocabulario base V, en simbolos de
variables, constantes 16gicas, simbolos de predicado y de operaciones...
Inmediatamente, se especifican las sucesiones de simbolos. De entre
ellas se toma un subconjunto, definido inductivamente, de férmulas F.
Se establecen unas férmulas como configuraciones de partida —siem-
pre cerradas, o proposiciones—, como axiomas A. Y se define la de-
rivacion o A-demostracion formal como sucesién de proposiciones ob-
tenidas de las anteriores, del conjunto A de axiomas, mediante la apli-
cacién de las reglas de derivacion R. Estas reglas, en general, se re-
ducen al modus ponens, si en lugar de manejar los simbolos directamen-
te, se manejan variables sintdcticas, lo que da paso a tratar con esque-
mas de axiomas en lugar de con los axiomas en si. A pesar de lo cual
¢! cardinal asociado a este esquema de axiomas es recursivo —es decir,
dada cualquier configuracién se puede averiguar en nimero finito de
etapas si la misma es o no una concrecién del esquema—. De esta for-
ma, el sistema formal queda caracterizado por la terna <F, A, R>.

2.Y. Teoria de la recursividad

Una vez realizada la etapa descriptiva sintdctica —que se muestra
esencial para cualquier tipo de trabajo en Légica—, y en la que Godel
adopta como base la axiomatizacién de PM, con su teoria de tipos,
con lo cual no necesita hablar de relaciones, por ejemplo, que vienen
dadas por variables del tipo 3 cuyo recorrido se encuentra en las cla-
ses de clases de nimeros naturales, viene la originalidad metédica de
Godel: Aplicar el sistema formal P descrito en los nimeros naturales.
Es lo que se denomina proceso de aritmetizacion de la sintaxis o go-
delizacién. Para ello construye una funcién g que asigna a cada ele-
mento s de V un nimero natural gs, y ello de modo tnico. Esta fun-
cion existe por el hecho de que el conjunto de férmulas tiene la misma
potencia que el conjunto de niimeros naturales, al aceptar que el con-
junto V es, a lo sumo, numerable y que las formulas construidas en L
son de longitud finita.

Establecida la funcién g se hacen dos extensiones conservadoras
de la misma: la primera, a las formulas; la segunda, a las derivacio-
nes. En concreto: Sea g la aplicacibn —en adelante, godelizacion—
por la que a cada simbolo s del vocabulario V se le asocia un nimero



17 LOGICA Y MATEMATICA EN K. GODEL 407

natural cuyo numeral represento por gs. Como una férmula o expre-
sién o no es mas que una sucesion grafica de elementos de V, estard
compuesta —en el orden de escritura— por una ordenacién de dichos
elementos de V y el nimero asociado a « vendrd dado, entonces, por

ga = ’ ] glfn donde pn es el n-simo nimero primo y gs,, es el nume-
n

ral asociado al elemento n de la ordenacién que compone la expre-
sién a. .

Por tltimo, una demostracién no es mas que una sucesién <op>
de expresiones, por lo que el nimero asociado a la misma serd g(<anp>)

= ‘ ‘ %1“ (Debo sefialar que las extensiones de g las denoto y deno-

taré por el mismo simbolo, dado que no se provoca, con ello, confu-
sidén alguna y menos ain en un contexto meramente descriptivo como
éste, que no pretende ser ningin tratado sistematico de Logica mate-
matica).

La habilidad de Godel estriba en realizar, constructivamente, una
idea que se remonta a Aristételes. Habilidad por la que la correspon-
dencia g es biyectiva.

Consecuencia fundamental: A las proposiciones que pueden for-
malizarse en un sistema como P se las puede asignar un ntimero; a las
férmulas abiertas, un conjunto de niimeros naturales. De esta manera
se traslada el sistema formal a la Aritmética y los conjuntos de pro-
posiciones se convierten en conjuntos de naturales. Lo que pueda pre-
dicarse de estos conjuntos se trasladard a los primeros y reciproca-
mente.

De esta forma resulta que, frente a las aspiraciones del logicismo,
la Légica no es base para la Aritmética, sino que ambas se hacen equi-
valentes. Incluso la Aritmética se convierte en base para la Logica.
Godel ha realizado el suefio de Gauss quien afirmaba que si la Mate-
matica era la reina de las ciencias, la Aritmética era la reina de las
Matematicas, por lo que Gauss transformé la frase platonica del «de-
miurgo geometriza» en «el demiurgo aritmetiza». Afirmacion que co-
braria atn mayor fuerza si se tiene presente el resultado finalmente
obtenido por Matiyasevic en 1970 —tras esfuerzos como los de Put-
nam, J. Robinson, Davis..— que establece que una relacién es recur-
sivamente numerable si y solo si es diofintica.

Con el proceso aritmetizador Godel ha constituido lo que vendra
en calificarse, posteriormente, teoria de la recursividad o computabi-
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lidad. Nueva disciplina que tomard nacimiento mas oficial cuando en
1934 Gddel desarrolle en USA sus ideas. En 1934 no se detendrd dni-
camente en las funciones primitivo-recursivas, sino que establecerd la
definicién, hoy canénica, de las funciones recursivas en general. Defini-
cidén que le fue sugerida en carta por Herbrand en 1931 y que, por este
motivo, se denomina de Herbrand-Gddel.

Quiero destacar el hecho de que el texto de las clases de este curso
de 1934 se publicard mimeografiado gracias a los apuntes de dos asis-
tentes, S. C. Kleene y Rosser. Y que estas conferencias van a suponer
la cristalizacién definitiva de la escuela americana de logica matema-
tica, abocada toda ella, en principio, a la teoria de la recursividad. Asi,
y en el mismo afio de 1936, Rosser modificard la demostracién de in-
completitud godeliana, Kleene ligard su nombre a las funciones gene-
rales recursivas, Church demostrara la indecidibilidad de la Aritmética
y establecera la hipdtesis que hoy lleva su nombre... Logicos matema-
ticos a los que se une el inglés Turing, quien en 1936, igualmente, liga
las funciones recursivas con las funciones comiputables, caracterizando
estas Gltimas mediante su algoritmo de méquinas de Turing y caracte-
rizando los sistemas formales mediante la computabilidad —idea dada
también y el mismo afio de 1936, por Post—. Teoria de computabili-
dad o recursividad que puede estimarse, hoy dia, como una rama mas
de la Matematica —la que formaliza la nocién intuitiva de algoritmo
0 proceso mecénico finito—, independizada de la Logica matemética
aunque con aplicaciones fundamentales a la Ldgica, especialmente en
los terrenos de la decisién de teorias, terrenos en los cuales los criterios
elaborados por Tarski han sido decisivos.

Utilizando el lenguaje de esta teoria de la computabilidad, apoyado
siempre en la codificacién numérica, en la gddelizacién, se dice que un
conjunto A de ndmeros naturales o, por abuso de lenguaje, de las pro-
posiciones correspondientes de un sistema formal, es recursivo si para
cualquier elemento del conjunto A se sabe si el elemento pertenece o
no pertenece a A; en otros términos, si A posee una funcién caracteris-
tica recursiva, es decir, una funcion f tal que

1 six€A
fx = .
0 six€gE A
Un conjunto se dird recursivamente numerable si A = @ o se pue-
den generar todos los elementos de A; en otras palabras, si existe una
funcién f tal que dom(f)=A. Todo conjunto recursivo es recursiva-
mente numerable, pero la conversa no se verifica.
El problema de decidibilidad quedaria expresado admitiendo
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Un conjunto es decidible si y sdlo si es recursivo.

Enunciado que constituye la tesis de Church, tesis bastante plausi-
ble pero que, por supuesto, no es una proposicién matematica.

Con estas nociones es inmediato comprobar que el conjunto D de
todas las proposiciones derivables es un conjunto recursivamente nu-
merable —abuso de lenguaje porque quien es recursivamente numera-
ble es el conjunto gD—, dado que dichas proposiciones quedan engen-
dradas a partir del conjunto de axiomas —que es recursivo— mediante
las reglas de derivacion, que mantienen ese caracter.

Que las reglas de derivacién, que son funciones que aplican expre-
siones en expresiones, son recursivas puede comprobarse de modo in-
mediato. Asi, la del modus ponens puede adoptar la forma

B siy tiene la forma de « & 8

fe, ={ o de cualquier otra manera
Con ello, lo que se habria demostrado es la proposicién

Toda teoria axiomatizada es recursivamente numerable.

Por otro lado, como por construccién toda proposicién derivable
es valida, resulta que si se llama Th al conjunto de todos los teoremas
se tendrd que D C Th. De aqui que pueda plantearse el problema de
completitud en términos de recursividad: Si se demuestra que el con-
junto gTh de todos los teoremas o proposiciones validos es recursiva-
mente numerable, entonces D y Th coincidirdn y el sistema serd com-
pleto. Pero si Th no es recursivo —ni, por tanto, recursivamente nu-
merable—, entonces el sistema formal serd incompleto.

Puede demostrarse la proposicion

Toda teoria recursivamente numerable y completa es decidible.

Demostracién inmediata que, en esquema, llevaria los pasos si-
guientes: Por ser completo se tiene que para toda férmula o de la teo-
ria T se ha de verificar o bien « € T o bien « & T. Por recursiva-
mente numerable, existe un algoritmo que, aplicado a «, nos indicard
si pertenece a T porque, si pertenece, se detendrd; de lo contrario, se
aplica a 7e. De aqui que la teoria es recursiva y, por la tesis de Church,
decidible.

Esta propiedad permite un nuevo criterio para averiguar la incom-
pletitud de teorias: si se muestra que una teorfa es indecidible, aunque
sea recursivamente numerable, la misma no puede ser completa. Y es
la idea més cercana al proceso demostrativo de Godel.

Uno de los resultados basicos en las aplicaciones de la compu-
tabilidad a la Logica matemética se centra en el reciproco del teo-
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rema antes enunciado de que toda teorfa axiomatizable es recursiva-
mente numerable. Es el teorema demostrado por Craig en 1953:

Toda teoria recursivamente numerable posee un conjunto recursivo
de axiomas.

Ello implica, para los terrenos de la axiomatizacién, una conse-
cuencia inmediata: Las teorfas axiomatizables son las recursivo-nume-
rables; como existen conjuntos que no son recursivamente numerables,
existirdn teorfas que no podrén ser axiomatizables. Las palabras ante-
riores han exigido, por supuesto, precisar las nociones de axiomatiza-
bilidad, admitir que una teoria T es axiomatizable en un lenguaje de-
terminado si existe un conjunto A de proposiciones de T tal que gA
sea recursivo y A axiomatice a T...

2.2. Representabilidad sintdctica

Por interesante que sea la teorfa de la computabilidad originada
por los trabajos de Godel —no sblo de 1931, .sino de 1934 y la con-
siguiente cristalizacién de la escuela americana—, conviene volver al
proceso inicial, a la existencia de proposiciones indecidibles en un sis-
tema que formalice la Aritmética. .

Sea N = < w, 0,s, +,.> la Aritmética natural, elemental. Se
formaliza en un lenguaje de primer orden con la teoria simple de ti-
pos, adoptando los axiomas del Cilculo de predicados y los axiomas
de Peano. La formalizacién da paso al sistema formal P, cuyo desarro-
llo constituye la teoria formal aritmética. Junto a esta teoria se tiene
la metateoria de P en la cual se establecen aserciones como «a es una
férmula de P», «a es consecuencia inmediata de 8», «e es un axiomay,
«la sucesién <> es una derivacién de «»... Aserciones que, natural-
mente, no pertenecen a P, sino a su metamatematica. Ahora bien, estas
aserciones pueden formularse como funciones recursivas primitivas,
pueden convertirse en un tipo especial de funciones aritméticas. Fue lo
intentado por Skolem apoy4dndose en una formalizacién recursiva a
base de las definiciones inductivas. Pero lo que plantea Godel es que,
al ser féormulas de la metamatemadtica, por la aritmetizacién, son aser-
ciones acerca de conjuntos aritméticos, por lo que se convierten en
férmulas aritméticas de un tipo especial; por ser férmulas aritméticas
de tipo especial, las mismas tendrin que ser formalizables, represen-
tables en P, siempre que en P no sélo existan variables sino nombres
para esas variables. Si tales féormulas aritméticas son representables
en P, entonces, y es consecuencia inmediata, la metamatematica de P
quedara incluida en P y el sistema formal P podrd hablar de si mis-
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nz0. La originalidad de Godel se centra, entonces, en resolver dos pro-
blemas: En primer lugar, mostrar gue los predicados metamatemati-
cos pueden expresarse en términos de funciones y relaciones primitivo-
recursivas: en segundo lugar, que tales funciones y relaciones son re-
presentables, son definibles sinticticamente en P.

En cuanto al primer punto lo desarrolla Godel en 46 lemas en los
cuales demuestra la recursividad primitiva de nociones como «x es
divisible por y» —Ilema 1—, «x es nimero primo» —lema 2—, hasta
«x es una derivacién de 1a formula y» —lema 45— y «x es una for-
mula demostrable» —lema 46—, advirtiendo que esta dltima no es
recursiva. El proceso demostrativo se apoya en la previa demostracién
de que las funciones primitivo-recursivas son cerradas respecto a los
conectivos 16gicos, sustitucién, inversién, etc., asi como. por supuesto,
en la aritmetizacién de la sintaxis.

En cuanto al segundo problema debe observarse que las funciones
primitivo-recursivas son funciones definidas por recursién, por induc-
cién. Y lo que expresa la posible representacién o definicién sintictica
es que tal definicién inductiva, con sus dos fases y expresando la rei-
teracién creadora de cada elemento. puede tener su contrapartida for-
mal en una definicién explicita. Reducir la recurrencia a expresién ex-
plicita formal era uno de los objetivos de Dedekind, de Frege, de todo
el logicismo. Con ello se pretendia suprimir el caricter «creador» del
proceso matematico por excelencia, 1a induccién. Este serd el objetivo
de Godel en el punto que considero fundamental en el proceso de-
mostrativo de la existencia de proposiciones indecidibles. Es lo que
va a expresar su Teorema V, que las funciones primitivo-recursivas
son representables en el sistema formal P, y ello sin referencia a in-
terpretacién alguna de las férmulas, es decir, representabilidad estric-
tamente sintactica. Lo cual exige. por supuesto, la previa definicién
formal de qué sea dicha representabilidad o definicién sintactica.

T.a idea de definicion o representacidon sintictica de una funcién
o0 una relacién aritmética en una teorfa T construida sobre un lenguaje
formal de primer orden. efectivo, que contenga, ademds de las cons-
tantes logicas. las constantes no logicas que puedan simbolizar los ele-
mentos aritméticos como 0, la operacién unitaria sucesor y las opera-
ciones binarias suma y producto. puede formalizarse mediante las de-
finiciones:
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Definicion 1. Una relaciéon R, n-aria, es representable débilmente
en T por la férmula « siy sélo si « es de aridad n y para toda n-tupla
de naturales se verifica

<X;, X0, - Xn~ €ER < o (X, X5, ....Xn) €T

2. En las mismas condiciones, R es representable en T ssi

1. <X, (X €ER = a(Xy, ...xn €T
2. <Ky o XIp>ER = e (X, ..,xn) €T

3. Una funcién n-aria es representable en T por una férmula « ssi «

es de aridad n+1 y se verifican

I a(xy, ... X, Y ET

2. VWeae(xy,....,%Xp, V) > y=VET
donde y es el valor que toma la funcién en la n-tupla <xi, ..., Xp>,
es decir, y = {(x,, ..., Xn).

La condicién 1. en 3. expresa la definicion, mientras que la 2. in-
dica la unicidad de la misma. La notacién creo que es clara en cuan-
to a que x denota el numeral asociado al natural x. Y, naturalmente,
decir que una férmula « pertenece a la teoria T equivale a decir que
es consecuencia de la misma, es decir, T |— «.

Con estas definiciones el teorema V de la memoria de Godel puede
establecerse en los términos:

Una funcion es recursiva si y solo si es representable en P; es re-
cursivamente numerable ssi es representable débilmente en P.

La demostracion es larga y tediosa, pero no dificil —una vez que
se dio por vez primera—. Intuitivamente, para el enunciado en el que
se hace uso del término «funci6én» —aunque el teorema es valido
igualmente para el término «relacién»—, tal demostracién seguiria
una linea como la dada en el esbozo siguiente:

a) Si f es representable en P entonces es recursiva. Supongamos
que f es unitaria y que la férmula « la representa en P, que posee A
como conjunto de axiomas. La computabilidad de f puede realizarse
en la forma siguiente: Se generan los A-teoremas; por ser f represen-
table, tienen que existir formulas de la forma « (x, y); entonces, cada
vez que se obtenga tal férmula, fx=y. La unicidad de f vendri asegu-
rada por la segunda condicién establecida en la definicién de repre-
sentabilidad.

b) Toda funcién primitivo-recursiva es representable en P. Es la
parte mas larga, mds tediosa. La idea mds simple es la de J. Robin-
son, contenida practicamente en los teoremas I a IV de la memoriz
de Godel. Se forma el conjunto X de todas las funciones representa-
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bles en P y se comprueba que las funciones aritméticas, suma, produc-
to, sucesor, etc., pertenecen a X.

La demostracién, el teorema, no son validos por modo exclusivo
para P, sino para toda teoria T que satisfaga las condiciones impues-
tas en la Definicion 1 y que sea, ademds, axiomatizable, es decir, recur-
sivamente numerable.

a) Teorema del punto fijo

A partir de aqui se encuentra un resultado en principio insospecha-
do. El hecho de que en todo sistema formal como P, la representabi-
lidad sint4ctica implica la existencia de una propiedad muy general de
los sistemas matemaéticos: la propiedad del punto fijo —particulariza-
cién, aqui, del teorema de recursién puesto de relieve por Kleene—.
Hablando sin gran precision, la misma indica que en estos sistemas
existe una proposicion que hace referencia a ella misma. Autorrefe-
rente de alguna manera, porque, en términos de computabilidad, lo
que hace es nombrar las instrucciones adecuadas para su propia codi-
ficacién, para su propia aritmetizacion.

El punto fijo es la propiedad central de la cual se obtendran, segun
cudl sea la férmula elegida, el teorema de incompletitud o primer teo-
rema de Godel; la imposibilidad de demostracién de esa misma con-
sistencia que se supone verificar el sistema o segundo teorema de Go-
del, la indefinibilidad en el interior del sistema o teorema de Tarski;
en otras palabras, los grandes teoremas calificados de limitacién de los
sistemas formales.

Teorema del punto fijo, diagonalizacién o autorreferencia: Sea T
" una teoria sobre un lenguaje de primer orden efectivo L en la que toda
funcidn primitivo-recursiva de una variable sea representable y sea «
una foérmula de L de aridad 1. Existe en L una proposicion 8 tal que
Tl=a(gh «> B

Demostracion: Supongamos en L una férmula B de una variable.
Por la godelizacidn, le corresponderd un natural gB, de numeral g 8.
Si se reemplaza este numeral por la variable de 8 se tendrd en T la
proposicion B (g B). A la cual le corresponderd, nuevamente, por g, otro
nimero, g (B (g B) ). Se construye, ahora, una funcién f de una variable
x en la forma

[e(B@EB)) six =gB
fx =
Lo en los demds casos
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Dada la construccién, la funcién f es claramente recursiva y de
una variable. De aqui que, por la hipétesis, es representable en T. Es
decir, que en T existe una férmula ¢ (v,, v,) que representa la fun-
cién f. Lo cual quiere decir que se verifica T =0 (g8, g (B (g8)).

Debe observarse que la construccion de f requiere un proceso equi-
parable al de la diagonalizacion cantoriana. Una vez construida y to-
mada la férmula que la representa en T, pasamos a construir la pro-
posicién, que designo también por B, del enunciado del teorema, con
« como foérmula de una variable libre.

Sea la férmula 6 de T de una variable libre gvi(a (vy) A ¢ (vq,
v,)). Por godelizacién, a 8 le corresponde un numero g de numeral
g0. Sea B la proposicién obtenida reemplazando en § la variable v, por
g0, es decir, 8 = 6(gfd). Al igual que antes, se tendrd el numero g8
(g6)) = gB y su numeral g 8.

Aplicando ahora la funcién f, se tiene, f(g8) = g (@ (g6)) = gB.

De aqui que, por la eleccién de la férmula que representa a f en -
T debe verificarse T |== ¢ (g0, gB). Como T es una teoria construida
sobre un lenguaje de primer orden, ha de verificarse T |= a(gB)
8 (g8), es decir, T |==a (g B) +B.

Reciprocamente, como f es representable en T se tiene T = o(g8,
vy) + v, = f (g0) = g#B. Por consiguiente, T =2 (v,) A ¢ (g8, v,)
=+ o (g B). En otras palabras, T |=8 —+ « (g8§).

La aparicién de esta propiedad del punto fijo y su aplicacién al
sistema formal P, se apoya en las condiciones siguientes:

a) P es, por su construccién, axiomatizable por un conjunto recur-
sivo de axiomas;

b) por estar escrito en un lenguaje de primer orden que posee los
simbolos correspondientes a la constante cero, a la funcién sucesor y
a las operaciones suma y producto, P posee la propiedad de defini-
cién sintactica de las funciones primitivo-recursivas.

Son las dos condiciones para que en P aparezca la propiedad del
punto fijo. Explicitamente sefiala Godel que son las t{nicas condicio-
nes que se exigen al sistema P y son tales que cualquier otro sistema
matematico debe cumplir. Condiciones que suelen abreviarse indican-
do «cualquier sistema formal suficientemente potente».

Ahora bien, se ha construido P de tal manera que formalice la
Aritmética natural N = <w, 0, s, +, . >; en otras palabras, se ha
construido P para que satisfaga la condicién



25 LOGICA Y MATEMATICA EN K. GODEL 415

¢) todas las proposiciones de P son verdaderas en N.

Si agregamos a tales condiciones la de consistencia de P —que
por constituir N un modelo, es suposicidon razonable—, resulta que,
por aplicacion del punto fijo pueden construirse proposiciones tales
que ni ellas ni sus negaciones son demostrables en P, aunque en la
interpretacion que de las mismas se haga en N, por la condicion c),
sean verdaderas.

En este punto debe precisarse ¢l término consistencia de un siste-
ma formal. Godel hace ver que, junto a la consistencia simple se en-
cuentra otro tipo de consistencia, la w-consistencia. La simple indica
que en P no puede demostrarse, simultineamente, una proposicién «
y su negacién “le. La erconsistencia indica que para toda férmula con
una variable que sea demostrable en la teoria no existe variable algu-
na que, reemplazada en la misma, haga que la formula obtenida deje
de ser demostrable, es decir, la «-consistencia expresa v 7« (v) & T.
La relacion entre ambos tipos de consistencia se centra en que si una
teoria es w-consistente entonces la misma es simplemente consistente,
pero si es simplemente consistente puede no ser w-consistente. Relacion
y tipos de consistencia creados por Tarski, aunque sin este nombre,
un par de afios antes de que los utilizara Gédel —Jo cual no indica que
Godel conociera el trabajo del matematico polaco—.

b) Teorema de incompletitud

Para la construccién de una proposiciéon indecidible Godel crea
una relacién —hoy llamada «funcién de sustitucién de Godel»— defi-
nida en los términos

a(x, y) ={ (X, y) ! X es el nimero de Godel de una A-de-
mostracién de una férmula cuyo nimero de Godel esy |

Relacién s que es recursivo-primitiva, como puede demostrarse
facilmente teniendo en cuenta que si X es un conjunto de férmulas tal
que gX es recursivo, entonces g(dem.X) es recursivo, porque basta apli-
car g a la definicion de derivacién o demostracion formal.

Por ser s (x. y) relacién recursiva, es representable en P por una
férmula de dos variables libres « (v,, v,). Se toma en P la fé6rmula de
una variable libre 713v,2(v,, v,). Y se estd en condiciones de aplicar el
teorema del punto fijo por el cual existe una proposicion B tal que P =
o (gB8) +— B.
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Pero esta formula B es tal que ni ella ni su negaciéon son demostra-
bles en P, es decir, es una férmula indecidible. En efecto:

a) Supongamos que P es consistente y P |— f. Por ser demostrable,
existe una A-demostracién 6 de B. De aqui que (g8, gf) €c y, por la
representabilidad de o, P |— « (g6, g8). Luego se cumple P |— Jv,«
(v1, g8), de donde P |— e (g B). Contradiccién con la hipétesis P |—
8 y el teorema del punto fijo P |— o (gB) +* 8.

b) Supongamos ahora que P es w-consistente. Por serlo, es consis-
tente, y por a), 8 no es demostrable, es decir, no existe una A-demos-
tracién § de B en P, por lo cual no existe natural g8 asociado y se ten-
dra (g6, y) € o, de donde, para todo y, se tiene P |— 1 (g6, y). La
condicién de w-consistencia es que 3v, 71 (Tz (g0, v,)) = Iv,2 (g0,
v,) no es demostrable en P. Como 8 no es demostrable cabe suponer
que es demostrable —8, es decir, P |— —iB. Pero entonces se tendria
P |— 7a (gB), es decir, P |— 3v, « (g8, v,), contradiccién.

En resumen, si P es w-consistente, ni 8 ni 713 son demostrables en
P. De aqui que, al existir una proposicién indecidible, P es incompleto.

A su vez debe observarse que lo que se ha demostrado es la vali-
dez de la metaproposicién

*) Cons(P) - 8

Hasta aqui, se ha logrado la demostracién de una proposicién in-
decidible y, consecuentemente, la incompletitud de P. Demostracion en
la cual no se ha hecho llamada alguna a la posible interpretacion de
dicha férmula. Si ahora agregamos la condicién ¢) de que todas las
proposiciones de P son o verdaderas o falsas —en un sentido més o
menos intuitivo del término— en N, resulta que $ se sigue en N si y
sélo si @ (g B) se sigue también —que es lo que indica el teorema del
punto fijo—, es decir, si y s6lo si « (g B) no es demostrable. En otras
palabras, B se sigue en N si y s6lo si no es demostrable en P. Pero 8
puede interpretarse como aquella proposicién que dice no existir na-
tural alguno que sea el nimero de Godel de una férmula determinada
y, por la funcién de sustitucién o, tal férmula es la propia 8. En otras
palabras, B expresa su propia indemostrabilidad.

(En la demostraciéon aqui dada se soslaya, realmente, todo el mate-
rial de la teoria de nimeros que debe utilizarse en las versiones mas
ligadas a la original de Gédel —propiedades de factorizacién unica,
teorema del resto chino, congruencias..—. Ello permite remarcar, con
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mayor nitidez, si cabe, una de las claves del trabajo godeliano, clave
origen de la teoria de la computabilidad).

¢) Indemostrabilidad de la consistencia

El segundo teorema de Godel expresa que si P —o cualquier otro
sistema formal que satisfaga las dos condiciones a) y b) antes enun-
ciadas— es consistente, entonces no puede demostrarse su propia con-
sistencia en el interior de P. Es decir, existe en P una proposicién que
expresa la condiciéon de consistencia del sistema pero que es indemos-
trable en el mismo. Godel no demuestra tal afirmacién en detalle. Le
basta indicar que es una consecuencia del teorema anterior, lo que no
es enteramente exacto. Si que es consecuencia del teorema del punto
fijo. La proposicién indemostrable es inmediata de construir, la equi-
valencia

Cons(P) +— 8

cuya primera parte he seiialado antes, (*). La segunda, § - Cons(P),
no hace otra cosa que expresar el principio de Duns Scoto de que si
una proposicion es indemostrable, entonces P es consistente. Como la
equivalencia dada es una expresion de la metateoria de P, es repre-
sentable en P y se estd en condiciones de aplicar el teorema del punto
fijo y repetir el razonamiento realizado en el Teorema de incomple-
titud.

De esta forma, la demostracién de consistencia de P y de todos
aquellos sistemas' formales sufilientemente potentes, tendrd que ser
realizada por medios no sinticticos o, de hacerlo por medios sintécti-
cos, los mismos no pueden ser interiorizados en el interior del sistema
formal. Una demostracién no sintictica de la w-consistencia fue dada
por Mostowski, utilizando recursos seménticos de la teoria de mode-
los. El esbozo de una demostracién de w-consistencia semdéntica se
centra en el hecho de que, por la construccién de P, la Aritmética na-
tural N es un modelo de P. De aqui que si « (x) € P para cada natu-
ral x, entonces la clausura de o (x) se sigue en N. Como ello es valido
para cualquier x de w, se tiene N = V¥x a (x) y, por consiguiente,
Jv 7e (v) & P. Demostracién seméntica, imposible de integrar en P,
o en cualquier otro sistema matemético que contenga las expresiones
de la Aritmética; asi, la teoria de conjuntos.
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Advertencia y complementos

El propio Godel, en su memoria original, agrega varias adverten-
cias. La primera, que su demostracidn es constructiva, en el sentido de
no limitarse a dar una demostracién global —como la antes esbozada
de carécter semantico—, sino que construye, de modo efectivo, la for-
mula indecidible. Constructivismo que se acentda al indicar que el con-
junto de variacién es numerable y, por consiguiente, no requiere de
ningin otro tipo de cardinales transfinitos. Advertencia que indica que
en dicha demostracién ha seguido los requerimientos finitistas del pro-
grama hilbertiano.

En segundo lugar, sefiala que si se agrega como hipétesis la de
consistencia simple, (nicamente, resulta que P ser4 w-incompleto, es
decir, que en P se tendrd un predicado cuya universalizacién no es
demostrable, pero para el cual no puede darse contraejemplo alguno.
En otras palabras, la consistencia simple no implica la e-consistencia.

Por otro lado, podria pensarse que si se agrega al conjunto A de
axiomas de P la proposicién indecidible construida —que es indepen-
diente de A—, el sistema axiomatico resultante seria completo. Pero
ello es erréneo, porque debe observarse que el conjunto A de axiomas
se ha supuesto recursivo y el agregarle una proposicién a un conjunto
recursivo no varia el cardcter de recursividad del mismo. Cualquier
ampliacion recursiva que se realice de un sistema como P es tal que
seguird cumpliendo el teorema del puato fijo y, por consiguiente, serd
incompletable, porque seguirdn existiendo en dicha ampliacion propo-
siciones indecidibles. De aqui resulta que los sistemas como I son, en
terminologia tarskiana, esencialmente indecidibles.

d) Teorema de indefinibilidad de Tarski

Cabe obtener mayor informacion atin de teorias como P sin més
que seguir aplicando el teorema del punto fijo. Y una de ellas se cen-
tra en que tampoco en el interior de P puede establecerse una defini-
cién de proposicién verdadera, es decir, un predicado que represente
un criterio mas o menos razonable de verdad de una proposicion. Esta
falta de informacién constituye el teorema de indefinibilidad de Tarski,
que puede establecerse en términos mas estrictamente semdnticos, pero
que aqui, por enlace con la teoria de la computabilidad, enuncio en
los términos:
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El conjunto de teoremas de P es indefinible en P.

Demostracién. Sea N = <w,0,s, +,. >y ThP=; ge | N |=«a}
Lo que se pretende demostrar es que ThP no es definible sinticti-
camente en P. Supongamos que es representable. Ello implica la exis-
tencia de una férmula ¢ en Ny, por el teorema del punto fijo aplicado
a Ta, se tendrd la proposicion 8 tal que P |= "la (g 8) +— B, y por ser
modelo N de P se tiene N = "z (g ) + $. Ahora aparece una con-
tradiccion si queremos demostrar que N |== 8, y otra contradiccién si
lo que se quiere demostrar es N j== "18. En efecto,

a) Si N |== 8 entonces g8 € ThP y, por la construccién realizada,
N |="e (g8), es decir, g8 ¢ ThP;

b) Si N |= —18 entonces gB ¢ ThP y, por el mismo motivo ante-
rior, N = "1z (g B), es decir, g8 € ThP.

El teorema de Tarski no sélo indica que en P no puede establecerse
predicado alguno acerca de una proposicién. Teniendo presente el equi-
valente al Teorema V de que toda relacién o funcién es recursiva si
y sblo si es representable sinticticamente, resulta que el conjunto ThP,
por no ser representable, no es recursivo. Incluso algo maés, no perte-
nece a la jerarquia aritmética. Este resultado puede ligarse con el de-
mostrado antes de que el conjunto de derivaciones formales de P, el
conjunto DP es recursivamente numerable y era tal que DP C ThP.
Como este Ultimo ni siquiera es recursivo, la inclusién anterior es es-
tricta. Y quedaria asi demostrado el teorema de incompletitud de Go-
del anunciado en términos recursivos y a través del teorema de inde-
finibilidad de Tarski.

Y atn puede obtenerse mas informacién del hecho de que ThP no
sea recursivo. Por la tesis de Church, ello equivale a decir que ThP
es indecidible. Resultado que constituye el teorema demostrado por
Church en 1936 —por supuesto que por otros medios—.

Ademas, y como hiciera Kleene, si estos resultados se ligan con
los de completitud, se tendrian las relaciones siguientes: L, es comple-
to; L, U Aritm es incompleto. De aqui que P no puede ser categérico,
es decir, tienen que existir modelos no candnicos de la Aritmética.

Finalmente debo seflalar que la argumentacién godeliana puede
aplicarse a la teoria de conjuntos axiomatizada; por ejemplo, a ZFS.
Si se supone que la misma es consistente, entonces, mediante la funcién
de sustitucién puede establecerse la proposicién que afirma que en
ZFS existe una proposicién que no es expresable aritméticamente. En
otras palabras, no hay proposiciones de la teoria de conjuntos que
sean equivalentes a proposiciones de la aritmética elemental.
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2.3. Otros puntos en la memoria 1931 y memoria 1936

La cantidad de ideas nuevas que Godel aporta en su ensayo de
1931, «Sobre proposiciones indecidibles formalmente de PM y siste-
mas relacionados con él», no se agota con lo aqui indicado. En el pa-
rrafo 3 de la misma, pasa Godel a definir el concepto de relacion arit-
mética —y, en paralelo, proposicién aritmética— en términos como:

Una relacion es aritmética si puede definirse en términos de + y .
para ndmeros naturales y las constantes légicas 71, v, el cuantificador
universal y la relacién de igualdad aplicados tan sélo a nimeros na-
turales.

Godel demuestra que toda relacién recursiva es aritmética. Como
consecuencia, todo problema de la forma VxFx, siendo F recursivo,
posee un equivalente aritmético —por ser representable—; y la pro-
posicién correspondiente debe ser demostrable en P. De aqui Godel
establece que en P y cualquier sistema formal que tenga su misma po-
tencia, tienen que existir proposiciones aritméticas indecidibles.

Ahora bien, no sélo proposiciones aritméticas, también tienen que
existir problemas indecidibles del calculo restringido de predicados.
Punto que enlaza con su demostracién de completitud de tal célculo,
pero sefialando que si bien en el calculo funcional restringido puro
existe una demostraciéon de validez o un contraejemplo para las pro-
posiciones del mismo, la existencia de este contraejemplo no siempre
es demostrable cuando se actia en un sistema ampliado como P o la
teoria de conjuntos. En otras palabras, la adjuncién de variables de
tipos altos modifica el conjunto de férmulas aritméticas demostrables.
La indecidibilidad, de esta forma, se constituye en un concepto relativo
al lenguaje en el cual el sistema formal se est¢ mapeando.

Con estos temas de Logica matemdatica puede ligarse el contenido
de la memoria de 1936 «Sobre la longitud de las demostraciones». En
este breve ensayo Godel establece lo que puede calificarse como «prin-
cipio de cortadura inferior de las demostraciones». Debe observarse
lo siguiente, que enlaza con lo sefialado en el parrafo anterior: Dada
una teorfa, la misma puede ampliarse y hacerse més potente en cuanto
se agreguen nuevos principios. De hecho, la consistencia de P no puede
demostrarse en el interior de P; pero si se amplia dicho sistema cabe la
posibilidad de dicha demostracién. Es la interpretacion que Godel da
respecto a las posibles limitaciones del programa de Hilbert. Por otro
lado, todo matematico sabe que hay proposiciones —por ejemplo, de
teoria de ndmeros— que satisfacen dos caracteristicas: a) Su formu-
lacién como proposicién es muy simple e inmediata, pero su demos-
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tracién puede ser de una complejidad tan grande que ni siquiera pue-
da encontrarse la misma por medios elementales o no se ha encontra-
do demostracién alguna; b) Las demostraciones son més complejas
cuanto menor es el nimero de axiomas elegido; en teoria de ntmeros,
incluso las demostraciones analiticas pueden ser més breves y elegan-
tes que las intrinsecamente numéricas o elementales. Estos hechos
implican un concepto como el de «complejidad de una demostracién»
que, en general, nunca se especifica, al igual que los de «brevedad»
o «elegancia».

Uno de los problemas que, en el fondo, se discuten, se centra en
la ampliacién o extensién de una teoria —teoria elemental, teoria ana-
litica de nimeros—. Y es al que va a referirse, bisicamente, el tra-
bajo de Gddel, con la inmediata repercusiéon para el problema de la
demostracién de la consistencia de una teoria. La formulacién més in-
tuitiva puede esbozarse en la linea siguiente:

Sea T una teoria axiomatizada y T’ una ampliacién de la misma
tal que T’ contenga no sélo todas las proposiciones expresables en T,
sino ademds nociones de aritmética que permitan hablar de los nime-
ros asociados con las férmulas de T y en tal medida que puedan apli-
carse los teoremas de limitacién. Ello exige que T’ contenga, adema4s
de los axiomas de T, los correspondientes a las cliusulas de cierre que
caractericen la noci6n de sucesion finita en T. En estas condiciones el
teorema demostrado por Gddel enuncia:

Existen infinitas férmulas de T que son demostrables en T —y por
tanto en T'— pero tales que su demostracién més breve en T serd k
veces mas larga que su demostracién en T .

Y el natural k puede ser. ademds, prefijado de antemano. Conse-
cuentemente, dada una teoria T caracterizada por un conjunto de axio-
mas A, si se agrega a A como nuevo axioma una férmula indepen-
diente «, pueden encontrarse férmulas deducibles de A tales que su
deduccién de A U «} es arbitrariamente menos compleja que la de-
duccién de A.

Naturalmente como cuestién se tiene la de precisar «complejidad
de una demostracién» de a« a partir de A. Ello puede hacerse como una
aplicacion definida para los pares (A. @) con ¢ € D(A) —es decir,
A |— a —, y que toma valores en N. Aplicacién caracterizada, por
ejemplo, por ¢l minimo nimero de signos del alfabeto del lenguaje
formal L en el que se formule T. nimero minimo necesario para la
derivacién de la férmula. Igualmente, puede utilizarse el nimero de
cuantificadores que prefijen una demostracién en T.
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Y en esta linea, ligdndola con la teoria de modelos, puede obte-
nerse una demostracién de la consistencia de T en T’, adoptando como
complejidad el nimero de cuantificadores gobernado por un cuantifi-
cador dado. Al hacerlo de esta manera el resultado de Gddel puede
obtenerse como consecuencia del proceso anterior. Que es el camino
seguido por Kreisel-Wang en 1955-1958. (Wang 1970; Mostowski 1966).

3. Godel y la Logica intuicionista

Todos los intentos superadores de la crisis de los Fundamentos de
la Matemitica, salvo el intuicionismo radical, presentan en comin la
aceptacion de la Lagica clisica —como veritativo-funcional bivalente—
como base central y apoyatura para sus ideas e intentos reduccionistas
o justificacionistas. Y es a la Logica cldsica a la que, por modo exclu-
sivo, hacen referencia los apartados anteriores. Sin embargo, junto a
tal 16gica cldsica existia la modal —ya apuntada por el propio Arist6-
teles y desarrollada por Lewis— y, fundamentalmente en el campo que
aqui interesa, la intuicionista. Brouwer rechazaba el empleo indiscrimi-
nado de la Lbgica clasica, admitiendo su validez y adecuacién para las
clases finitas, pero no su extrapolacién para las clases infinitas; extra-
polacién origen, precisamente, de la aparicién de las antinomias. Uno
de los recursos prohibidos era, por ejemplo, 1a ley del tercero excluido.
Los intuicionistas crearon un ambiente en el que la limitacién de re-
cursos utilizados —que debian ser finitos— y en los que todo matema-
tico se encontraba de acuerdo, permitia asegurar que lo demostrado
en el interior de la matemética intuicionista podia estimarse como ra-
dicalmente asegurado. Uno de los problemas se centraba en dotar de
esta seguridad a todas las adquisiciones matemadticas, aun sin sacrifi-
car los medios, los métodos que en la misma se empleaban. En todo
caso, el nicleo comin a matematica ordinaria y matemética intuicio-
nista se estimaba el nicleo central, la parte segura contenida en la ma-
tematica ordinaria, aparentemente mucho mas amplia.

Por otro lado, la negativa de los primeros intuicionistas al empleo
de procesos como los axiomdaticos y formalizadores, hacia que las po-
sibles comparaciones fueran dificiles. En el terreno de la Logica ocu-
rria lo mismo. Sin embargo, en 1925 Kolmogorov establece la primera
formalizacién, la primera axiomatizacion de la teoria intuicionista.
Axiomatizacidén que cubre lo que hoy cabria calificar de 16gica minimal
positiva. El objetivo de Kolmogorov es traducir la matemitica clasica
a la matematica intuicionista, establecido previamente el nicleo 16-
gico comin minimo. El trabajo del matematico ruso no es muy co-
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nocido. De aqui que se mantuviera la idea sefialada sobre las relacio-
nes entre la légica clasica y la intuicionista, la imagen de que la légica
intuicionista es una parte de la cldsica, un fragmento de la misma fren-
te a la concepciéon de Kolmogorov.

Tras el intento de Kolmogorov es Heyting quien, en 1930, da una
axiomatizacién de la Ldgica proposicional intuicionista. En el fondo
es equivalente a Ja del matematico ruso, mds un Gltimo axioma, el 11
en Heyting. cuya aceptacién es mis bien problemdtica: p - (-p = q),
por lo cual no todos los intuicionistas aceptan la axiomatizacién de
Hevtine como adecuadamente representativa de la posicién intuicio-
nista. Sin embargo, dicha formulacién se ha convertido hoy dia en
candnica y su difusién ha permitido, sin duda. el establecimiento de
unas relaciones mds claras entre la Logica intuicionista respecto a la
clasica, al menos. La idea de Hevting consistia en construir una for-
malizacién con proposiciones dnicamente implicativas traducidas a re-
glas de inferencia v tales que sdlo justificaran las formas demostrativas
aue Brouwer estimaba como validas en el razonamiento matemdtico. Su
conviccién. sin embargo, era opuesta a la de Kolmogorov: el Célculo
proposicional construido, CH. constituia una parte del Calculo propo-
sicional clasico CP, la parte segura del mismo y en la cual un principio
como el de tercio excluso no se manejaba, aquella en la cual una au-
sencia de contradiccién no equivalia a la presencia de la «verdad».

Tras sus trabajos dedicados al logicismo y al formalismo, Go6del
dedica su atencién durante 1932 v 1933 a la Légica intuicionista. Pue-
de pensarse que en busqueda de la prueba de consistencia finitista que
no pudo encontrar en el interior de los sistemas formales, pero posible
de hallar —v ya he mencionado su posicién respscto a este problema—
por otros medios. Godel, como Kolmogorov, invierte la imagen de
Heyting: es la Logica clisica la que puede estimarse como una parte
de la Légica intujcionista. Para ello, trabaja en dos fases: La primera
se centra en demostrar que el CP clasico puede formularse de modo
completo con sélo dos conectivos: negacidén y conjuncién. Los demds
conectivos apareceran como signos abreviadores de férmulas; no son,
por consiguiente, signQs primitivos la disjuncién, la implicacién, la
equivalencia... La segunda fase se centra en demostrar que toda for-
mula del CP asi construido es demostrable en CH si es demostrable
en CP.

Tras estas dos fases con las que demuestra que el Céleulo clasico
puede estimarse como una parte del intuicionista, Gdodel sugiere la po-
sibilidad de que la teoria clasica de ndmeros, si se interpreta adecuada-
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mente, puede estimarse incluida en la teoria intuicionista de ndimeros.
Sugerencia ya hecha también por Kolmogorov y por Glivenko en 1929.
Con una consecuencia para el problema formalista de consistencia,
constituir una prueba de carécter indirecto. Porque, claramente, si el
célculo y la 16gica intuicionista se estiman consistentes —y ningdn in-
thicionista dejaria de hacer tal estimacién, aunque mantuviera que el
problema de consistencia es problema ficticio—, al integrar en €l la
matemética clasica, ésta también es consistente. Es lo sugerido por
Godel: si la teorfa de ndimeros intuicionista carece de contradiccion,
también carecerd de contradiccién la teoria de nimeros clasica.

Ademas, Gddel observa dos rasgos en la Logica intuicionista. Por
un lado, el hecho de que no existe conjunto de matrices veritativas con
ndmero finito de elementos, para el cual el conjunto de axiomas de CH
constituya una base completa. En otras palabras, CH no es veritativo
funcional finito;. es imposible construir tablas de verdad con nimero
finito de valores que permitan verificar todas las tautologias de CH y
s6lo dichas tautologias. Este rasgo diferencia de modo sustancial el
célculo intuicionista tanto del clasico como de las logicas polivalentes
creadas por Lukasiewicz. Precisamente el cilculo intuicionista se in-
terpretd en un principio como una légica trivalente; lo cual se viene
abajo por lo demostrado por Godel. Lo tnico que puede asegurarse
es que el célculo légico trivalente queda incluido, como CP, en el in-
tuicionista.

El segundo rasgo se centra en el hecho de que las proposiciones in-
tuicionistas pueden interpretarse en un sentido diferente al clésico. Es
lo defendido por Heyting, por ejemplo, negindose a admitir que su
formulacién haga caer al intuicionismo bajo el programa hilbertiano
de axiomatizacién. Sin embargo, Godel sugiere que, efectivamente, las
férmulas intuicionistas no deben interpretarse como las férmulas cla-
sicas, sino como abreviaturas de férmulas clésicas. Debo recordar, aqui,
que para el constructivista, la traduccién formal no representa el total
de la expresion, dado que se abandona el caricter constructivo de la
expresién; caracter constructivo que viene asegurado por la lectura «se
construye» o «es demostrable». Y Godel interpseta las férmulas intui-
cionistas en este sentido: una férmula = del célculo intuicionista ex-
presa «e es demostrable», Da. Asi, una formulacién de Heyting como
‘P A q debe interpretarse como ‘Dp A Dq” —«p es demostrable y g
es demostrable»—. Con ello Godel da dos notas mas que diferencian
el célculo intuicionista del clésico y del trivalente: En primer lugar,
ninguna férmula de la forma 'z o 8" es demostrable en dicho célculo
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si al menos una de dichas férmulas es demostrable en el mismo. Lo
cual no ocurre en CP donde, por ejemplo, ‘p V TIp’ es una tautologia
aunque ni la variable proposicional ‘p’ ni "Tp’ tengan que ser tautolo-
gias. En segundo lusar, el cilculo intuicionista se puede convertir en
un cdlculo modal del tipo S4 de Lewis, sin mis que cambiar el térmi-
no «es demostrable» por «es necesario».

En este dltimo punto, interviene otro factor: En la segunda fase
por la que Godel demuestra que CH incluye la totalidad de la 16gica
clasica, Godel no usa la axiomatizacién de Heyting. Construye el CH
a partir del CP agregando otros axiomas. Con ello iniciar4 una linea de
axiomatizacién de logicas modales que seguird posteriormente Feys en
1937, por ejemplo, al construir el sistema modal T, sin méis que variar
la formulacién de Godel. Linea de axiomatizacién de logicas modales
y no clésicas, pero apoyadas en la clasica, que se inicia con el trabajo
del matematico austriaco, precisamente.

{Como mero ejemplo, menciono el sistema T de Feys: Como ope-
radores monddicos, 71y L: diddico, V; como Definicién: Me = 1 L
Tla; como axiomas, los A.1 - A4 de CP més el A.5: Lp -+ p (de ne-
cesidad), y A.6: L(p > @) & (Lp » Lq); como Reglas, ademis del
modus ponens, la dada por |— @ = |— L a).

Aunque Gddel no explota la equiparacién de CH con la Légica
modal —explotada en cambio por Mc Kinsey y Tarski, ampliamente—,
si cabe reseflar que en su interpretacion quedaria justificado el recha-
zo de Brouwer respecto al tercero excluido. En su traduccion resulta
que esta ley no es otra cosa que una version del principio de reduccién
de la 16gica modal, ya que diria Dp V D Ip, expresion que equivale a la
proposicién TIDp -+ D(TDp). De aqui que Godel llegue a la conclu-
sion, frente a las observaciones y afirmaciones del mismo Brouwer, de
que el rechazo del tercio excluso se apoya, en el fondo, en la acepta-
cién del predicativismo de Poincaré. En otros términos, si se acepta
esta dltima exigencia, entonces debe rechazarse el uso indiscriminado
del tercio excluso, al menos de la teoria de conjuntos infinitos y del
analisis clasico.

Tanto el intuicionismo como la construccién y formalizacién de
légicas modales se han convertido en campos de trabajo muy fecundos.
Ya he indicado la comparacién entre las logicas modales y el calculo
intuicionista o el método godeliano de construccién axiomdatica. Tam-
bién la sugerencia de Gdodel, en la misma linea de Kolmogorov, de tra-
ducir la matemadtica cldsica en la intuicionista, ha tenido continuadores
como van Dantzig y Glivenko, con manejo de cuantificadores acotados
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y en cuya linea se han realizado construcciones de sistemas 16gicos co-
mo los minimales positivos, las 16gicas sin negacién... En otro aspecto,
la reduccién de CP a un célculo formal con s6lo dos conectivos puede
llevar a la interpretacién —en la linea de Lukasiewicz— de que son
la negacién y la conjuncién los dnicos conectivos definidos veritativa-
mente de manera «natural», sin ambigiiedad alguna; los restantes ope-
radores proposicionales presentan algo de artificial, fundamentalmente
la implicacion, siempre discutida. En esta linea, la diferencia entre CH
y CP podria centrarse en una distinta interpretacién de un operador
como el condicional, distincién que seria la que marcara las distintas
rezlas operatorias de inferencia en el interior de cada uno de estos
cdlculos.

4. Consecuencias e interpretaciones

Junto a los desarrollos puramente internos a la Logica matematica
y alguna de las consecuencias de los trabajos 16gicos de Godel he ido
mencionando, al paso, interpretaciones a que dichos desarrollos incitan.
Parece obligado agregar otras tanto respecto a las consecuencias de
esta obra para el programa hilbertiano como para el problema de la
fundamentacisn 16gica de la matemditica. Obligado, porque la obra de
Godel se inserta precisamente en este cuadro, aunque los resultados
obtenidos, puedan llegar a desbordarlo. Ahora bien, mucha es la lite-
ratura, a veces no muy buena, que se ha realizado en torno a estos
temas, especialmente en cuanto a los teoremas centrales de Godel, los
de incompletitud, enfocados como teoremas de limitacién y, por con-
siguiente, como un dato negativo hacia las excesivas pretensiones de
los logisticos. Dato negativo que, en contraposicién, no ha destacado
suficientemente la potencia de métodos y la cantidad de ideas nuevas
que Godel aportdé a la Légica matemadtica provocando, incluso, y en
la linea de Skolem, la creacién de una nueva disciplina matematica.
Nueva disciplina que presenta su importancia en relacién con los pro-
blemas de algoritmos. Para quien enfoque la Mateméitica con una vi-
sién estrictamente pragmatica —que estimo ajena al hacer intrinseco
matematico— la importancia aumenta por su entronque con la ciber-
nética y las aplicaciones de ésta a la tecnologia y, por rechazo, a la
transformacion del habitat y de la sociedad humana...

No deseo entrar, sin embargo, en este campo especulativo. Si se-
fialar que entre la mucha literatura provocada por los teoremas de li-
mitacién, pueden observarse dos lineas: 1) Criticas. en niimero relati-
vamente escaso, por la necesaria tecnicidad que comporta, a la demos-
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tracion original de Godel; 2) Consecuencias y extrapolaciones «filoso-
ficas», de todo tipo. que se realizan de dichas limitaciones.

a) En cuanto a este segundo tipo de literatura, en el terreno de in-
terpretaciones, suelen adoptarse los teoremas de Godel como represen-
tativos de las limitaciones internas de los formalismos.

Quiero destacar que la atribucién que hace Godel —y a la que he
hecho referencia en 2.— al formalismo constituia una de las criticas
centrales constructivistas a este tipo de justificaciéon de la matemadtica
y ello porque mantenian la idea de que la Matematica constituia un tra-
bajo imaginativo irremplazable por miquina o célculo alguno. De ahi
la polémica de Poincaré con Russell, por ejemplo, y la negativa del
matemético francés a que la Aritmética pudiera reducirse, pudiera ser
formalizada de modo completo en sistema ldgico alguno. Y ello por-
que para poder hablar de una demostracion se necesita, ya, de la su-
cesiéon de los nimeros naturales. Negativa reafirmada frente al finitis-
mo sintactico de Hilbert en el sentido de que para las pruebas de con-
sistencia requeridas por dicha sintaxis, el 1dgico tenia que recurrir, for-
zosamente, a la induccién completa en cualquiera de sus versiones.
Puntos en los cuales un Skolem mostrard su acuerdo con el matema-
tico francés, por lo que realiza la formulacién de la Aritmética apo-
yandose en la recursividad Unicamente. El reduccionismo formalista es
propio del logicismo —aunque se atribuyera, por confusién, al forma-
lismo hilbertiano—. Por ello fueron los logicistas quienes se remitieron
de manera constante a Leibniz, avanzado de su posicién. Leibniz pre-
tendié para la filosofia y para la ciencia dos objetivos: 1. La creacién
de una characteristica universalis, de un lenguaje universal simboélico y
preciso en el que formalizar todas las proposiciones; 2. La creacién
de un calculus ratiocinator, de un método manipulador de las propo-
siciones para obtener todas las consecuencias posibles, método casi
mecdnico o algoritmico de decisién que llegara a impedir las discusio-
nes. Objetivos que constituirian una parte esencial de la Logica mate-
mética asumida por los logicistas.

Si el primer punto fue casi obtenido por PM, los problemas de de-
cisién, con su insustituible cardcter de finitismo, se convertian en pro-
blemas muy ligados a este enfoque y s6lo en el plano justificacionista
de la consistencia, al formalismo. Y precisamente es la ilusién leibnizia-
na la que cierra Godel al demostrar que existen proposiciones indecidi-
bles en PM si se le agregan los axiomas de la Aritmética. De aqui que
el mismo Godel sefiale explicitamente que sus resultados no contradi-
cen el punto de vista hilbertiano, «porque este punto de vista presu-
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pone Unicamente la existencia de una demostracién de consistencia en
la que tinicamente se usen medios finitistas de demostracién, y es con-
cebible que existan demostraciones finitistas que no puedan ser expre-
sadas en el formalismo de P». Gentzen, en 1936, demuestra la consis-
tencia del sistema P, por medio de la induccién completa, pero apli-
cada a los ordinales transfinitos aunque sdlo hasta el ordinal e,. Como
nunca se habia precisado nitidamente qué entender por medios finitis-
tas de demostracién, hay 16gico-matematicos para quienes la induccién
transfinita reducida empleada por Gentzen pertenece al terreno de los
medios utilizables por el metamatemético —asi Mostowski o Monk, por
ejemplo—, aunque dicha demostracion es imposible de incorporar a la
induccién completa simple y, con ella, al sistema formal P. Los argu-
mentos finitistas intuicionistas respecto a la induccién transfinita redu-
cida de Gentzen hacen muy plausible esta tdltima interpretacién. De aqui
que el objetivo finitista lo pudiera mantener el propio Hilbert tras los
trabajos de Gédel y sea factible mantenerlo hoy, es decir, puede seguir
siendo proklema hallar alguna demostracién que, no siendo traducible
al sistema formal P, posea un cierto caracter finitista. Desde luego se-
ran los medios semanticos los que no puedan estimarse como sinticti-
cos para las demostraciones de consistencia. Medios semdénticos como
el sefialado tras el teorema de completitud.

En este sentido lo que indicarian los teoremas g6delianos es que no
existe ninzun sistema formal completo para la Aritmética que, siendo
consistente, pueda ser descrito con rigor formal. Lo cual puede inter-
pretarse como la imposibilidad de adquirir, con medios puramente ma-
tematicos, la certeza de que la matemdtica no contenga contradicciones.

b) Suelen hacerse, en cuanto a los teoremas de limitacién, dos ex-
trapolaciones: 1. Lo que indica la incompletitud de la Aritmética for-
mal es un limite de la razén; 2. Lo que indica es que ninguna méiquina
puede equipararse a la razén humana, porque toda méquina serd impo-
tente para demostrar una proposicién como la de consistencia del sis-
tema formal que dicha miquina construya. Son extrapolaciones con-
trapuestas. De la primera, el mismo Godel indicaria que sus resultados
«no imponen limite alguno al poder de la razén humana, sino més bien
a las potencialidades del formalismo puro en matemdticas». De la se-
gunda, tendrian que precisarse, en primer lugar, los propios conceptos
de ‘méquina’ y ‘pensar’; en segundo término, observar que el plano
intuitivo es contradictorio —y no s6lo el razonamiento, sino la con-
ducta del bipedo implume que lo hace— vy si surgi6 el intento formali-
zador fue, precisamente, como una de las lineas para superar la con-
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tradiccion intuitiva, contradiccion manifestada en la teoria intuitiva de
conjuntos o en la légica fregeana enfocadas como base del hacer ma-
tematico. De aqui que 'maquina’ y ‘cerebro’ sean categorias en cierto
modo paralelas, por la ausencia de un auténtico conocimiento de am-
bas en el momento presente de la ciencia y la tecnologia.

Y es en este terreno puramente especulativo en el que se mueve
un renacer de las viejas polémicas entre el mecanicismo y el espiritua-
lismo. Ya el propio Godel dio paso a este renacer al sefialar que sus
teoremas son propios del formalismo y no de la razén humana, aunque
haga la suposicion implicita, de que los objetos matematicos no pueden
ser construcciones mentales del hombre porque, en ese caso, serian las
proposiciones acerca de los mismos decidibles. Y esta tltima suposi-
cién es altamente discutible porque, como ya he indicado, la propia
imaginacion crea monstruos. En este aspecto el término ‘mecanicismo’
cabe tomarlo en el sentido dado por las maquinas de Turing. En este
caso, el cardcter no mecéanico de la actividad matematica del hombre
frente a tal caricter de la maquina de Turing no parece confirmado por
los teoremas de incompletitud e indecidibilidad, salvo hacer la suposi-
cién de que lo producido en la actividad mental sea estrictamente re-
cursivo. Ello obliga a realizar una distincién: una cosa es la actividad
més 0 menos imaginativa y creadora del matematico y otra el produc-
to obtenido en dicha actividad. Y no puede asegurarse el cardcter al-
goritmico de ambos. Y los teoremas de limitacion se refieren al produc-
to de esa actividad. Y si bien la maquina de Turing es incapaz de de-
mostrar de una proposicién particular que la misma o su negacién son
demostrables, el propio individuo muestra la misma limitacién ya que
es impotente para demostrar la consistencia de un sistema como P sin
utilizar medios transfinitos. Medios transfinitos que se le han prohibido
manejar, de antemano, a la maquina. Pero, por otro lado, no veo en
modo alguno, que el aspecto mecanicista asi sefialado afecte al aspecto
materialista opuesto al espiritualismo. En todo caso, creo que es un
problema que, hasta una precisién mayor en los términos ‘méquina’ y
‘cerebro’, seguira el campo especulativo, sin més adelantos.

c) Cabria interpretar estas limitaciones, por ahora, y hasta una cla-
rificacién de términos como los anteriores, como propias del conoci-
miento global. Quiero decir, cabria interpretar estas limitaciones, tanto
de las teorfas intuitivas como de los sistemas formales, como algo li-
gado al propio proceso cognoscitivo humano. Las limitaciones surgen,
en la construccién y el conocimiento de las teorias, cuando se pretende
que sean lo suficientemente potentes para reflejar tanto la Aritmética
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elemental como para poder hablar de si mismas; si la potencia se re-
baja, surgen teorias que son completas y decidibles. La propia Arit-
mética sin la operacion producto es completa y decidible, como demos-
tré6 Presburger en 1929. En cuanto el sistema es lo suficientemente po-
tente, pasa a un nivel del mismo tipo que el lenguaje comin y es, por
tanto, inconsistente. De aqui que, enlazando con la herramienta cons-
tructiva axiomdtica, y a partir de las demostraciones de incompletitud,
quepa admitir el manejo si no de la contradiccidn, si de la impredica-
tividad como un instrumento mas, como una herramienta de todo el
proceso cognoscitivo humano —al igual que lo es en la conducta—,
pero siempre que la misma pueda ser acotada y precisados los entor-
nos en los cuales se presente, y a condicién de que siempre que sea
posible sustituir una demostracién impredicativa por una predicativa,
dicha sustitucion se realice. En otras palabras, cabe admitir el uso de
légicas minimales para cada campo concreto de trabajo, y ello en fun-
cién de que los teoremas de limitacién muestran como incompatibles
entre si los conceptos de completitud, de consistencia y de potencia
suficiente para hablar de si mismos.

Manteniéndonos en este campo especulativo puede indicarse, igual-
mente, que algunos ven una separacion entre la Logica L, y la Mate-
matica en el hecho de que L; es completa y, sin embargo, en cuanto
se pretende expresar la Matemética, entonces el sistema se hace for-
malmente incompletable. Por esta razén, para algunos, la Légica se
muestra analitica y transparente a la razén, mientras que la Matema-
tica supone una construccién de cardcter mdis bien sintético. Opinién
personal, ciertamente, pero que olvida que L, es indecidible, por lo
que se mostrarian como mas transparentes a la razén aquellas teorias
que ademds de completas fueran decidibles, para lo cual basta agregar
a los axiomas de L, otros axiomas escritos en el mismo lenguaje for-
mal, cambiando, como indicé Godel en 1931, el conjunto de proposi-
ciones decidibles y transparentes a la razén. En este caso, teorias como
la de los cuerpos algebraicos cerrados —con caracteristica cero o pri-
mo— 0 la de los grupos abelianos libres sin torsion, por ser completas
y decidibles se mostrarian como mas transparentes aun a la razén que
la propia Logica...

d) En cuanto a posibles consecuencias e interpretaciones de corte
epistemoldgico, debo destacar el hecho de que los teoremas de limi-
tacién permiten distinguir entre demostracion o derivacion formal, sin-
tactica, y deducibilidad o consecuencia seméntica, ademdas de la demos-
tracién «ordinaria». La primera s intrinseca al sistema formal; la se-
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gunda hace referencia a las relaciones entre sistema formal y modelo.
La primera es recursivamente numerable, lo que no ocurre a la segun-
da. Este ultimo hecho demostrado no por la incompletitud, sino por
la indefinibilidad tarskiana. Que ambas no coinciden, constituyen la
indecidibilidad. Distincién epistemoldgica fundamental entre ‘demostra-
cion formal y ‘verdad’ en un modelo, que a pesar de tener su origen
en Frege ha mostrado dificultades de captacion entre algunos filosofos,
especialmente entre quienes enfocan la Logica como un juego de len-
guaje. Asi, por ejemplo, la no distincién entre ‘proposicién demostra-
ble’ en el interior de un sistema formal y ‘proposicién verdadera’ en un
modelo de dicho sistema es la clave de la incomprensién de un Witt-
genstein respecto al teorema de incompletitud de Godel y su formula-
cion de todo un haz de incoherencias.

En cuanto a la demostraciéon «ordinaria» y la formal debe insistir-
se en el hecho de que esta ultima es relativa tanto al lenguaje formal
—con sus tipos de variable, conectivos, cuantificadores..— como, fun-
damentalmente, a las reglas que se adopten en la descripcién sintactica
de dicho lenguaje. Por supuesto, se pretende que tales reglas formales
reflejen la marcha del pensador, los recursos de éste; pero es preten-
sion nunca lograda. Entre otras cuestiones porque tal marcha deduc-
tiva material pertenece a los terrenos de la psicologia. Entra en una
categoria intuitiva de «verdad» que no se corresponde, en general, a la
sucesion sintdctica —y una sucesion impone una ordenacién lineal de
proposiciones—. Categoria de «verdad» —y no hage referencia al con-
cepto de «verdad» establecido por Tarski— por la cual de una propo-
sicién se pregunta, en general, si es verdadera, no si estd demostrada,
aunque posteriormente se quiera identificar tal respuesta mediante el
enlace con la demostracion. En este punto debo recordar que un teo-
rema como el considerado como fundamental del dlgebra fue enuncia-
do, sin demostracién, por Descartes. D’Alembert intenté su demostra-
cion reiteradamente y las dio equivocadas. Gauss fue el primero en dar
algunas demostraciones correctas. Sin embargo, todos los algebristas
manejaban el teorema fundamental del dlgebra como expresando una
proposicién «verdadera», aunque fueran conscientes de que no habia
sido demostrada. Y, por esta conviccion, el problema algebraico por
excelencia se centré en la resolucién de ecuaciones. En este punto los
teoremas de Godel permiten limitar algunos viejos mitos y topicos de
que el hacer matemético se centra, exclusivamente, en la demostracién
formal. Al menos, han permitido distinguir entre los tres tipos de de-
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mostracion sefialados y, con ello, potencia lo que cabe calificar de rigor
informal en la demostracién matematica.

Enlaza, la distinciéon epistemoldgica anterior, con la problematica
de si la axiomatizacion y la formalizacién son adecuadas para el hacer
matematico. Desde un punto de vista estrictamente intuicionista la cues-
tibn no existe, porque no se admite la segunda componente, la axioma-
tizadora. Sin llegar a este extremo, un constructivista en la linea Poin-
caré-Skolem negaria la total adecuacién de la axiomatizacién y, mucho
mas, de la formalizacién global de la Matemaética. Lo cual no equivale
a rechazar el empleo de dichos recursos. No voy a insistir, aqui, en el
papel clarificador que juega el intento formalizador —no sélo por per-
mitir la informacién de su propia limitacion—, cuando analiza una
idea en sus varias componentes; aunque si en el hecho de que un en-
foque estrictamente formalizador de viejas ideas puede ocultar, enmas-
carar lo que en ellas queda prescrito, solo renovado tras una segunda
visiéon. Lo que deseo destacar es que si el empleo de una formalizacién
global, de una axiomatizacién global debe ser rechazado, no debe serlo
el empleo del método axiomAitico para las teorias concretas, para la
caracterizacion de las estructuras mateméticas, independientemente del
contenido mas o menos «filosofico» del formalismo. Y ello porque este
método es una herramienta fundamental del hacer matematico. Herra-
mienta, asi acotada, de cardcter estrictamente constructivo si se tiene
el cuidado de demostrar la existencia de la estructura por €l caracteri-
zada mediante una ejemplificacién adecuada, mediante un modelo de
cardinal a lo sumo numerable. Este enfoque de considerar la estruc-
tura como nuevo objeto de trabajo, sélo factible desde el empleo sis-
tematico de la axiomatizacion, puede ejemplificarse con el propio Go-
del, que parte de esta perspectiva en la elaboracion de su trabajo; o en
el constructivista Kolmogorov, primero en axiomatizar la Teoria de la
probabilidad, independizandola de las dificultades conceptuales que
mostraba la definicién clésica de limite de frecuencias...

e) En otro plano cabe citar, aqui, como ejemplo de critica a la de-
mostracion original de Godel la realizada por Rieger. Viene a indicar
que, junto a la axiomatizabilidad de P, la «w-consistencia y la repre-
sentabilidad sintactica de las funciones primitivo-recursivas en P, Go-
del hace uso de la existencia de una biyeccion entre los nimeros natu-
rales y los numerales en P. Uso implicito, ciertamente, y Rieger lo ha
destacado. Las consecuencias que obtiene de este hecho abonan una
interpretacion relativista de la demostraciéon gbdeliana. Para todo ma-
tematico, en general, la nocién de nimero natural, estd determinada
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de manera univoca; el conjunto que constituyen, también estd perfec-
tamente determinado. En defensa de esta idea, precisamente, se han
manifestado los constructivistas rechazando la definicién logicista o la
conjuntista de los numeros naturales como excesivamente artificiales
y mas conflictivas de lo que pretenden fundamentar o definir. Desde
este enfoque, la correspondencia biyectiva, implicitamente admitida por
Godel, es radicalmente aceptable. Ahora bien, como sefiala Rieger,
Skolem demostré la existencia de conjuntos de naturales no canénicos.
Los axiomas de Peano quedan satisfechos por muchos conjuntos de
«naturales». De esta manera, puede elegirse como conjunto de nime-
ros naturales el estimado como candénico; pero puede elegirse otro de
los conjuntos no isomorfo con el anterior como instrumento para ma-
terializar la longitud de las férmulas y demostraciones. Al no ser iso-
morfos, la biyeccién establecida se viene abajo. Y, con ella, la posibi-
lidad de la autorreferencia. La demostracién de incompletitud godelia-
na, por parcial, no demuestra que el sistema P sea incompleto en ge-
neral, sino soélo para un caso parcial.

Si se observan las tres condiciones que hacen posible el teorema
del punto fijo en P y sistemas relacionados, resulta que tanto la axio-
matizabilidad como la w-consistencia son condiciones que tales siste-
mas verifican por construccién. Incluso la propia condicién de w-con-
sistencia puede ser eliminada en beneficio de la consistencia simple,
como demostrd Rosser en 1936, empleando para ello una férmula no
tan «natural» como la utilizada por Gédel. La condicién clave, enton-
ces, es la representabilidad en P o en los sistemas afines de las funcio-
nes primitivo-recursivas. Ahora bien, dada una relacién como la s de
sustitucion godeliana resulta que al hacer su definicién sintictica por
una férmula « en P se utilizan, en general, otras condiciones que pue-
den ser méas generales que las que caracterizan a la propia relacién s.
De aqui que, como Bernays sefialara, pueda haber férmulas que repre-
senten sinticticamente a ¢ en P y que puedan no ser indecidibles, sino
demostrables. De hecho, Bernays dio una férmula de este tipo. Vuel-
ve a repetirse el argumento de adecuacién, de la traduccién formal de
una proposicién aritmética, y del relativismo de los términos emplea-
dos en la metamatemadtica. Y, de aqui, la posibilidad interpretativa de
no dar trascendencia alguna a tales proposiciones indecidibles, ya que
hay otras que no lo son.
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Sin embargo, desde mi punto de vista, lo que puede ser més inte-
resante se centra en el hecho de que la representabilidad sintéctica in-
dica la posibilidad de que las definiciones recursivas sean transcritas
como definiciones explicitas. Desde un enfoque estrictamente construc-
tivista tal posibilidad debe ser negada. Y aqui se centra una posible
interpretacién del teorema de incompletitud: Al pretender absorber
el mecanismo creador inductivo mediante la definicién formal expli-
cita, el aspecto creador iterativo se desvirtaa; el sistema no puede ser,
entonces, completo por no reflejar ese carécter iterativo.

El mecanismo demostrativo godeliano es de doble camino. Si bien
parece invertir €l programa logicista dt querer fundamentar la Aritmé-
tica en la Légica mediante la aritmetizacion sintictica —proceso que
constituye el punto de partida de la computabilidad—, Godel da un
paso de vuelta e intenta formalizar el predicado aritmético, es decir,
vuelve a intentar la definicién formal de la reduccion anterior, median-
te el concepto de definicién sintactica. Sin embargo, €l método induc-
tivo que se refleja en la definicién recursiva posee una nota esencial de
la que carece la Logica: su constructivismo iterativo, el hecho de que
cada elemento que se define —sea objeto, relacion o funcién— se cons-
truye paso a paso a partir de los elementos anteriores. Aspecto que ha
recibido el nombre de creatividad de la induccién. Caracter iterativo
que hay que utilizar en la propia construccién sintictica de la Logica,
de su lenguaje, que exige el empleo de la definicién inductiva para ca-
racterizar tanto las clases de formulas como las clases de férmulas bien
formadas, aunque pretenda ocultarse el hecho mediante definiciones
conjuntistas. La circularidad, aunque se quiera que la misma no existe
en el proceso gddeliano porque la descripcidn se realiza en el metalen-
guaje del lenguaje de L,, se hard presente en cuanto dicho metalengua-
je quede incorporado en el lenguaje.

Por supuesto con el mecanismo de Godel las definiciones recursivas
primitivas «parecen» poder expresarse en una proposicién légica que
alna los dos momentos de la definicién inductiva. En base a este he-
cho, he indicado que el sistema formal no puede mostrarse mas que
incompleto, porque en dicha proposicién se ha perdido el caricter ite-
rativo propio de las dos fases inductivas.

(Realmente, se tiene aqui un problema logico no formal no muy
tratado: la creatividad de la definicién —no, por supuesto, de la de-
finicién formalizada, de la definicién en el interior del sistema formal,
que se mostrarA como mera abreviatura——. Creatividad centrada, en
uno de los aspectos, en la recursividad. Y hay que observar que, junto
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a las funciones primitivo-recursivas existen otras funciones recursivas
que, como mostrard Tarski, no pueden reducirse a las definiciones in-
ductivas ordinarias de forma puramente aritmética. Y, junto a ellas,
las funciones recursivas generales de Herbrand-Godel-Kleene que no
reflejan Gnicamente la iteracién, sino la igualdad de ecuaciones).

Por otro lado, si se observa la demostracion del teorema del punto
fijo, cabe observar que la funcién que en ella se construye, asi como la
de sustituciéon de Godel, se construye haciendo uso del proceso dia-
gonal de Cantor, proceso radicalmente impredicativo. Proceso imposi-
ble de evitar para dicha demostracién —y de ahi el nombre de teorema
del punto fijo de diagonalizacién—. La impredicatividad no construc-
tiva, la autorreferencia hace su entrada por el empleo del método dia-
gonal. De esta manera se produce el paso Diagonalizacién-Indecidibi-
lidad. Proceso vélido, en principio y sin reservas, para quien adopte
una posicién platonica en el hacer matematico, como acepté Godel, no
para quien adopte una posicién constructivista.

Se puede apuntar que el programa logicista, en cuanto a los pro-
blemas de fundamentacién, recibe una plena confirmacién en cuanto
al primer apartado y una negacion en cuanto al segundo. En el prime-
ro —construccién de la Loégica formal— puede admitirse que a través
de la escuela formalista y de los propios trabajos de Godel, la Légica
ha quedado plenamente elaborada y, por asi decir, clausurada, cerrada.
Incluso, a través de la teoria de modelos de Tarski han podido estable-
cerse, como ya he indicado, las condiciones que satisfacen L, y todos
sus equivalentes: las propiedades de compacticidad y la de Lowenheim-
Skolem-Tarski.

En el segundo, y que era el motor esencial del programa —reduc-
cién y fundamento consiguiente de la Mateméitica a la Logica—, el
logicismo se ha mostrado insostenible. Y en este aspecto si han sido
decisivos los aportes de Godel. Aportes que han mostrado, al ser incom-
pleta la Loégica, que no puede reflejar el aspecto esencialmente creador
del pensamiento matemético. Aportes que, en todo caso, han mani-
festado que dicha reduccién no seria mas que relativa, traduccién de
unos sistemas formales en otros, como lo fue la realizada por Hilbert
de la Geometria en la Aritmética. Y ello porque la propia Logica ma-
temdatica se ha convertido en un sistema formal mas, ya clausurado,
como puede serlo una estructura matemditica como la teoria de grupos
o la de espacios topologicos, lo cual exige que sea tratada con métodos
matematicos. Logica matematica como estudio matemdtico de sistemas
formales que pretenden formalizar un tipo de operador como la con-
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secuencia sintctica, el intuitivo «se sigue de..», junto a un tipo de
conectivos y cuantificadores determinado.

Consideracién de la Ldgica matemdtica como nuevo campo de tra-
bajo matematico originado tras el programa filoséfico previo hilbertia-
no, y sefialado explicitamente por Kolmogorov desde 1925, reafirmado
tras los trabajos de Godel de 1930 y 1931.

La pretensién reduccionista se ha manifestado contraria al proceso
histérico: la potencia axiomatizadora y formalizadora del pensamiento
creador matematico ha absorbido, en cada ocasién, a los distintos tipos
de ldgica, en cuanto éstos asoman a la formalizacién. Y aqui podria
afirmarse que el programa hilbertiano se ha cumplido, aunque no en el
aspecto justificacionista, sino en el axiomatizador: Si la Loégica mate-
mética se enfoca como un producto de la razén, entonces no podra
justificar —menos atn fundamentar— un producto de la imaginacién;
y es donde puede afirmarse que el programa justificacionista ha triun-
fado mediante su fracaso: lo estrictamente signico no puede justificar
lo imaginativo. Y si la L.égica matemdtica se enfoca como un producto
matemdético mads, entonces permanece en el mismo plano que cualquier
otro producto matemético, en el simboélico, por lo que Unicamente per-
mitird el establecimiento de relaciones internas a las construcciones
matematicas.

5. El redlismo de Godel

Tras haber expuesto alguna de las contribuciones de Godel a la
Légica matemadtica y alguna de las muchas interpretaciones a que di-
chas contribuciones han dado paso, parece natural preguntarse por las
ideas del propio Godel respecto a su trabajo y al contenido del mismo,
respecto a la Logica matematica. En este terreno el matemadtico aus-
triaco no ha escrito mucho, quedando reducida realmente la expresién
de sus ideas a los ensayos de 1944 y 1947 con las notas y adiciones a
las reediciones posteriores.

Por lo pronto Godel hace una nitida distincién en la Lgica mate-
mética. Por un lado, es una disciplina matemética mas. Como tal, cual-
quier instrumento le parece, en principio, valido. Por otra parte, junto
a ese desarrollo interno, pragmatico mateméatico, Godel admite la exis-
tencia de un plano no intrinsecamente matemético; un plano de preci-
sién y clarificacion de conceptos, de fundamentaciéon en una busqueda
de nuevos principios que clarifiquen lo ya logrado y orienten la bus-
queda de nuevos elementos. Es un plano propio del filésofo de la ma-
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tematica, de la Loégica matemética. Incluso algunos problemas mate-
maéticos, en cuanto a su solucién, van a depender de dicha clarificacion
conceptual; y problemas que el matemitico tiene planteados desde
tiempo atras s6lo podrén resolverse, para Godel, mediante el encuentro
de nuevos axiomas, de nuevas suposiciones que trascienden, en algin
momento, los terrenos intrinsecos matematicos.

Godel adopta, asi, una posicién parecida a la de Hilbert en cuanto
a esa escisién y al uso de cualesquiera procedimientos en el hacer ma-
temdtico. Pero no admite que el segundo plano sea meramente justifi-
cacionista, dado que el mismo proceso de justificacién hilbertiano re-
quiere del hacer légico matematico y queda, por ello, interiorizado en
la matematica. Godel se sitda en plena linea logicista de Frege, Peano,
Russell. Asi, en 1944, tras admitir que la Logica matemdtica no es otra
cosa que la formulacién precisa y completa de la Légica formal, reco-
noce la escision de Ja misma en dos aspectos: a) Tratamiento puramen-
te matemético y, entonces, la Logica matematica se ocupa de clases,
relaciones, combinaciones de simbolos..., lo cual indica que la teoria
formal de conjuntos queda incluida en el campo l6gico matemdtico
como una parcela més del hacer matematico. Resalto la contraposicién
que Godel hace con otras disciplinas mateméticas: disciplinas cuyo
objeto es, y va en paralelo a los tres términos anteriores, el nimero,
las funciones, las figuras geométricas. b) Logica como ciencia previa
a todas las demas, conteniendo las ideas y principios comunes y subya-
centes a todas las ciencias. Es lo que cabe calificar en el sentido de
Loégica como fundamento, pero a diferencia de la pretensién de los
logicistas anteriores, como fundamento a nivel informal, porque inclu-
so el aspecto metatedrico. por sintactico, pertenece al hacer matemaé-
tico. Nivel informal pero no por ello menos orientador de la propia
praxis del matemético y del trabajo 16gico matemadtico.

Que esta idea sea la propia de Gddel —con la distincién pragméti-
ca-funcional y el empleo de cualquier herramienta en la primera—, se
refuerza a lo largo del ensayo de 1944, especialmente al referirse a la
teorfa de los 6rdenes de PM: «La teoria de Ordenes resulta mdas qtil
si se la considera desde un punto de vista puramente matematico, in-
dependientemente de la cuestion filosdfica de si las definiciones impre-
dicativas son admisibles. Enfocado de esta manera, es decir, como una
teoria construida en el interior de la matemética ordinaria, donde las
definiciones impredicativas son admitidas, no hav objecién alguna pa-
ra extenderla a 6rdenes transfinitos arbitrariamente elevados».
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La dicotomia la apoya también Godel en una justificacion filoséfica,
en una toma de posicion calificable de «metafisica», por hacer referen-
cia al plano existencial de los objetos matemiticos. Posicién que no es
otra que la de realismo ontoldgico, radicalmente asumido. Y tan radi-
calmente que Godel no puede evitar una muy dura critica a Russell
por no haberse mantenido en dicha concepcién realista y haber sucum-
bido, a lo largo de su evolucién filoséfica, a los preceptos de la «navaja
de Occamy, intentando eliminar todo tipo de realidades, incluso la de
las clases, la de los conjuntos. Gddel parte de que la Matemitica, y la
Légica matematica como una parte propia suya, es una ciencia estric-
tamente empirica, es una ciencia natural mds. Asi, los axiomas de la
logica y la matemdtica son equiparables a las leyes de la naturaleza
y la evidencia logica es equiparable a la percepcién sensible. Ello con-
duce a admitir que tales axiomas, como las leyes naturales, no tienen
por qué ser evidentes por si mismos, sino que su propia justificacién se
apoya en el hecho de que permiten que las «percepciones sensibles»
puedan ser deducidas. Aunque tales axiomas, como las leyes de la na-
turaleza, lleguen a poseer cierto grado de credibilidad intrinseca. Acti-
tud de realismo absoluto que se plasma en palabras tan reiteradamente
citadas:

«Las clases y conceptos, sin embargo, pueden ser concebidos como
objetos reales; las clases como ‘pluralidades de cosas’ o como estruc-
turas que consisten de una pluralidad de cosas; los conceptos como
las propiedades y relaciones de cosas que existen independientemente
de nuestras definiciones y construcciones.

«Me parece que la suposicién de tales objetos es tan legitima como
la suposicion de los cuerpos fisicos y hay bastantes razones para creer
en su existencia. Para obtener un sistema satisfactorio de la matems4-
tica son tan necesarios, en el mismo sentido que los cuerpos fisicos son
necesarios para una teorfa satisfactoria de nuestras percepciones sen-
sibles».

Palabras que refuerza en 1947 al sefialar que los objetos matema-
ticos existen independientemente de nosotros, de nuestros conocimien-
tos, de nuestra intuicién de ellos.

Desde esta posicién Godel realiza dos tipos de anilisis: Por un
lado, una critica respecto a las causas que provocaron las crisis en los
fundamentos de la matematica; causas que se centran, en Russell, en
el uso del impredicativismo. Por otro lado, un intento de basqueda de
posibles vias, de nuevos axiomas para superar un problema en prin-
cipio indecidible, el problema del continuo. Este ultimo, en linea con
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la concepcion realista, segin la cual el matemadtico es un naturalista
méas, y para lograr un conocimiento completo de los objetos que des-
cribe requiere ¢l empleo y busqueda consiguiente de nuevos principios
que le permitan la deduccién de las propiedades que percibe en dichos
objetos, de las relaciones que guardan entre si. Problema del continuo
perteneciente a la Ldgica matemdtica en sus dos versiones, pragmética-
justificacionista, al que volveré mads tarde.

Respecto a la crisis de los fundamentos Godel discute qué sea el
impredicativismo tan denostado por Poincaré y Russell, con la secuela,
para este ultimo, del principio del circulo vicioso: La falacia consiste
en la circunstancia de que uno define (o supone ticitamente) totalida-
des, cuya existencia implica la existencia de nuevos elementos de la
totalidad, elementos definibles o que envuelven o presuponen la tota-
lidad completa. El principio del circulo vicioso creado por Russell tra-
ta de impedir tal falacia, impidiendo definir un objeto en términos de
él mismo. Pero Gidel ve que en dicho principio hay, realmente, tres
distintos seglin se ponga el acento en «definible en términos de», «en-
volviendo» o «presuponiendo». respectivamente. Y sélo el primero se-
ria el productor de antinomias. Ahora bien, Godel rechaza que la cau-
sa de dichas antinomias resida, precisamente, en dicho principio —con-
clusién semejante a la de Poincaré, quien ve la causa en la aceptacién
de la existencia del infinito y, mera consecuencia de tal suposicién
existencial, aparece el impredicativismo— y. consecuentemente, niega
la validez del principio del circulo vicioso de Russell. Rechazo apoya-
do en varias Argumentaciones de caricter muy desigual:

1. Argumento pragmdtico: la matematica ordinaria, especialmente
en los terrenos del Anilisis cldsico, hace uso de la impredicatividad.
Prueba de que tal matemdtica no es falsa, sino que es el principio del
circulo vicioso el que es falso. Argumento, el de Godel, repeticién del
ya lanzado contra Poincaré por Zermelo, insostenible en el plano 16-
gico, conceptual, recordatorio del viejo adagio «el movimiento se de-
muestra andando»...

2. Se puede negar que la referencia a una totalidad envuelva ne-
cesariamente a todos y cada uno de sus elementos singulares. Es decir,
se puede negar que la cuantificacion universal tenga que identificarse
necesariamente con la conjuncién infinita. En este caso, dicha cuanti-
ficacion, que en el rigor informal de la Ldgica mateméatica en su plano
de fundamentos, no es otra cosa que «todos», puede interpretarse en
el sentido de necesidad, demostrabilidad, analiticidad..., con lo cual la
posible circularidad desaparece.



440 JAVIER DE LORENZO 50

3. Y es el argumento gédeliano clave: Aun admitiendo que «todos»
equivalga a una conjuncién infinita, la impredicatividad tampoco se
aplica a la descripcion ni a la construccién conceptual. Y ello porque
si es auténticamente construccion, la misma se refleja en una descrip-
cién, por lo cual jamé4s podra implicar la totalidad; es esa totalidad la
que se va construyendo paso a paso y la circularidad es imposible.
Construccién que, sin embargo, no admite Godel, porque supondria
—como ya he apuntado antes— la decidibilidad de lo construido, la
recursividad del paso a paso. Y Godel reafirma entonces su realismo
radical: al admitir la realidad de los objetos matemdticos, la circula-
ridad no existe, porque el impredicativismo sélo puede referirse a la
descripcion o caracterizacion de dichos objetos. Y es la distincién en-
tre existencia y conocimiento y descripcién de esa existencia. De aqui
que sblo €l nominalista tendrd problemas con la impredicatividad y
ello por identificar una nocién con un simbolo. Impredicativismo que
no afecta, por el contrario, ni al constructivismo ni al logicismo rea-
lista.

Aun méds, Godel radicaliza su posicién ontoldgica cuando indica
que admite la existencia de los objetos matematicos como entes reales
de dos tipos: clases, que no son creadas sino meramente descritas por
sus definiciones, con lo cual la circularidad para ellas no existe, y con-
ceptos. El problema se centra en la existencia de este Gltimo tipo de
ente real. Godel ha indicado que los conceptos pueden interpretarse
como las propiedades y relaciones de cosas que existen,objetivamente.
Afirma: «Como los conceptos se supone que existen objetivamente no
es contradictoria la impredicatividad, que sélo afecta a la construccién
de su significado», es decir, a la explicacién de éste, explicacién equi-
parable a la asercién que puede hacerse respecto a las percepciones
sensibles. Naturalmente, si se acepta la teoria simple de tipos —la ma-
nejada en la descripcién de P en 1931—, por la cual las relaciones apa-
recen como clases, tales conceptos quedan remitidos, en cuanto a su
existencia, a dichas clases.

La consecuencia es clara: el impredicativismo sélo afecta al nomi-
nalismo. Para el realismo las falacias no se encuentran motivadas por
ciertas autorreferencias de los términos primitivos, sino en otras cau-
sas. Cuéles sean éstas, no las especifica Godel. Unicamente seiala que
los conceptos clave como «concepto» y «clase» no son excesivamente
claros en el plano de la Logica como fundamentos, y que necesitan
clarificacion —no asf en el hacer intrinseco mateméatico donde se da de
partida una definicién rigurosa, axiomatica o formal a la que hay que
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atenerse en el desarrollo posterior, aunque la misma no llegue a coinci-
dir con la nocién més o menos intuitiva que se asocia con ella—. La
ausencia de tal clarificacion constituye el factor decisivo tanto de la
aparicion de las falacias como de la imposibilidad que el matema-
tico tiene, de momento, para plasmar el objetivo de la characteris-
tica universalis de Leibniz, recogido por Peano, para la elaboracién de
un algoritmo légico para la resolucién sistemética de problemas mate-
maticos. Clarificacién que entraiia, en el plano de fundamentos, la bus-
queda de nuevos axiomas, de nuevas leyes de la naturaleza eidética,
de los cuales derivar todo el conocimiento que de los objetos matema-
ticos y sus propiedades y relaciones va logrando el hombre en su tra-
bajo empirico conceptual.

Naturalmente Godel supera el impredicativismo conservando a la
vez toda la matemaitica ordinaria clisica mediante la admisién de una
hipétesis muy fuerte: la existencia de los objetos matemdticos, en par-
ticular de las clases. Consecuentemente, del infinito actual con su co-
rrespondiente escala de transfinitos. Y, en esta linea es en la que se
situara precisamente ante el Problema del continuo, al sefialar la nece-
sidad de admitir postulados cada vez mdis potentes del infinito como
medio para la decidibilidad de la proposicién que plantea dicho pro-
blema. Linea que mostrard, sin embargo, su fracaso tras los trabajos
de Levy y Solovay.

El realismo mds que platénico de enfoques como el gddeliano ha
recibido algunas criticas. Muchas. en el fondo, no le afectan. Por ejem-
plo. la que afirma que es un enfoque excesivamente metafisico. Tam-
poco la que insiste en el hecho de que atenta al propio teorema de
incompletitud en el sentido de que todos los sistemas de axiomas son
incompletos. Para demostrar, por ejemplo, la induccién completa, el
realista debe requerir axiomas fuertes del infinito, a pesar de lo cual
en tales sistemas de axiomas habra enunciados aritméticos formalmen-
te indecidibles a partir de dichos axiomas. Ello implica que las hipé-
tesis existenciales afectan fuertemente al cuerpo de los teoremas, de las
proposiciones demostrables. Lo cual habia sido afirmado ya por el
propio Godel en 1931 —y he hecho referencia en el punto 2.3—. Para
Godel, para cualquier realista. es objecién carente de fundamento o
apoyada en el error de confundir existencia con conocimiento de dicha
existencia. De ahi, precisamente, el objeto que todo naturalista se plan-
tea: obtener nuevos axiomas que permitan aumentar el nimero de teo-
remas demostrables, porque el conocimiento es limitado, siempre. Y en
este sentido se inscribe la idea de Godel. Los sistemas de axiomas no
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pueden estimarse nunca como cerrados sino, por el contrario, ha de
admitirse la iteracién de adjuntar nuevos axiomas porque, con ello,
aumenta ¢l nimero de proposiciones decidibles, incluso en aquel caso
en el cual tales axiomas se descubran para un fin determinado, €n una
teoria concreta. Dichos axiomas no afectan tan sélo al problema o -teo-
ria particular, sino al total del conocimiento, a las restantes teorfas. La
objecion, pues, es inocua, porque no hace otra cosa que afirmar lo que
el propio realista afirma como punto de partida para su investigacion:
que el conocimiento no es global, no es total, de la realidad que nos
circunda.

Desde mi punto de vista, la posicién de Godel es la posicién de ma-
tematico auténticamente pragmatico, y en el que tanto su teorema de
incompletitud como el de la longitud de las demostraciones han influi-
do para la posterior toma de posicidon realista. El matematico pragma-
tico acepta la existencia del objeto matemético por palabras como las
que antes he citado del propio Godel: Para obtener un sistema satis-
factorio de la matematica... Quien trabaja en matemdtica sabe, perfec-
tamente, de la absoluta realidad con la que se le presentan los concep-
tos que maneja; realidad que se le impone y con mdis fuerza que la
realidad de los objetos fisicos, materiales, que le rodean. Una mesa
puede destruirse o transformarse en otro objeto; ¢l concepto axioma-
tico de grupo, no. Las propiedades de la mesa son accidentales, pero
aquellas que se obtienen de la nocién de grupo son esenciales, necesa-
rias para tal estructura. Y esta objetividad que le trasciende y que es
tal que las propiedades que de la misma dependen se muestren con un
grado de necesidad absoluta, y no como el color de la mesa, le llevan
a admitir un platonismo mds radical que e! platonismo de Platén, y
multiplica entonces el mundo de seres objetivos, desligados de su pro-
pio conocimiento, de su posible intuicién.

Ahora bien, estos rasgos de objetividad son caracteristicos de todo
concepto creado, construido por el hombre. Y esa creacién de un mun-
do conceptual no tiene por qué estar desligada de aquél que la ha he-
cho posible, e incardinada en seres eidéticos de naturaleza mds o me-
nos angélica. No hay por qué admitir una intuicién légica que haga el
papel de la percepcion sensible —que, por otro lado, para Godel, no
parece presentar problema alguno—. En este sentido el objeto mate-
maético no tiene por qué presentarse como una cosa aislada, sino como
una construccién de la imaginacion en forma de estructura formal,
donde lo que importa no es el objeto individual en si o agrupado en
conjunto, sino la estructura en la cual se encuentra incardinado y que
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es la que posibilita todas sus propiedades. El ladrillo 0 un montén de
ladrillos no constituyen un edificio. Y ello de tal manera que un mismo
objeto individual puede ser definido en formas muy distintas; asi, por
ejemplo, el nimero natural. Y, sin embargo, lo importante de esas de-
finiciones no es el nimero individual; lo importante es la caracteriza-
cién de la progresion de la que forma parte, la estructura recursiva en
la que dicho numero se inserta y de la cual se obtienen todas sus pro-
piedades. Y es lo que el mismo Dedekind tuvo que encontrar cuando
pretendié la clarificacién del concepto de nimero natural

Godel no dio, sin embargo, el paso que estaba prescrito, implicito,
en el origen de su trabajo: la inversion ontoldgica, permaneciendo en
un realismo superado. Inversién ontoldgica que, en lugar de mantener
el cuadro cantoriano, el de finales del siglo x1x, en el que los objetos
matemdticos eran el ‘conjunto’ y las ‘aplicaciones’ entre conjuntos —pa-
ra Godel, las ‘clases’ y los ‘conceptos’; para Frege, el ‘concepto’ y la
‘relacion’—, llega a la convicciéon de que el objeto matemdtico indivi-
dualizado carece de sentido y se adopta como nuevo objeto la estruc-
tura formal y los morfismos entre estructuras. Y no sélo el objeto in-
dividualizado, sino el propio término ‘conjunto’, carente de sentido para
el hacer matematico si el mismo no deja de ser, simplemente, conjunto
y pasa a convertirse en conjunto estructurado. Es el paso a un hacer
de estructuras que se plasmard definitivamente en los entornos de 1939,
con la aportacion del grupo Bourbaki. Pero comporta un salto episte-
moloégico en el que se insertard, por su lado, la teoria de modelos que
se constituye como &4lgebra universal mas logica.

Si se acepta este enfoque consecuente con la ruptura epistemold-
gica del nuevo hacer matematico, cabe oponer a la metafisica realista
de Godel otro tipo de metafisica: la que sostiene que la estructura
formal es una construccién de la especie humana, una creacién de la
actividad imaginativa del hombre. Lo que no quiere decir, como se
confunde frecuentemente, que sea arbitraria, puramente convencional
y producto de la nada. Convencional, como todo producto humano,
hasta el mismo punto en el que una catedral gética o una fuga al 6r-
gano, como productos humanos, pero con su rigida estructuracién, sus
proporciones y su simbologia inherentes, son convencionales (Barker
1969, Bernays 1935, de Lorenzo 1977).
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C) Gdodel y la hipdtesis y el problema del continuo

Uno de los planos creados por Cantor se centra en la escala de in-
finitos, la escala de cardinalidades. El método de la diagonal permite
a Cantor demostrar el teorema que hoy Ileva su nombre: Card(X) <
Card(#(X) ). Con €l, ha demostrado que la escala de cardinales trans-
finitos no se encuentra acotada por cardinal superior alguno. Igual-
mente, el teorema de Cantor - Bernstein permite asegurar que los car-
dinales constituyen una clase totalmente ordenada. Finalmente, v en
este orden de cuestiones, Zermelo demuestra que los cardinales trans-
finitos no sélo constituyen una cadena, sino una cadena bien ordena-
da, para lo cual debe utilizar el método codificado proposicionalmente
con el nombre de axioma de eleccién. Ademas, Cantor generaliza el
método de induccién completa y lo aplica a esta sucesién de cardina-
les transfinitos mediante el método de induccién transfinita.

Al constituir una cadena bien ordenada, la imagen geométrica in-
mediata asociada es la de una cadena transitiva, es decir, no cerrada,
en la que dado un cardinal X el eslabon siguiente ha de ser 2% . EI teo-
rema de Cantor asegura que Y. < 2*.Y Cantor intenta, en concreto,
demostrar que entre X, y 2X° no existe ningiin otro cardinal. Intento
de demostracién que no logra coronar con éxito. Como se puede de-
mostrar que R tiene como potencia 2*°  Cantor conjetura, entonces,
la igualdad 2%° =Y, que constituye la Hipétesis del continuo, H. Hi-
poétesis generalizada, HG, 2 — Yot

Junto a esta hipdtesis del continuo se tiene otra cuestién intimamen-
te licada con ella, €l Problema del continuo. Este problema consiste
en determinar el lugar que ocupa el continuo en la escala de los cardi-
nales transfinitos, es decir, determinar el ordinal « para el cual 2%°=
Xa. Problema que admite, implicitamente, que el continuo es un cardi-
nal transfinito. Si HC fuera verdadera, inmediatamente se tendria ase-
gurado que @ = 1. Pero cabe observar que lo que se sabe es que ¢ no
puede ser « —teorema de Kénig—. Y ain més, que 2%° no puede ser
igual a¥X; con e« nimero transfinito de segunda clase y segunda espe-
cie. Lo que se sabe es una mera cuestion de acotacién. En términos
maés intuitivos, y con las palabras textuales de Godel 1947, el continuo
estableceria: «;Cuédntos puntos hay sobre una linea recta en el espacio
euclideo? Una cuestion equivalente es ;jcudntos conjuntos diferentes de
enteros existen?».
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Si Cantor no pudo demostrar H, los enlaces con el axioma de elec-
cién y la importancia de la hipdtesis tanto para el problema del con-
tinuo como para campos como el de las categorias de Baire o el de la
medida de Lebesgue, convirtieron el tema de su demostracién en te-
rreno de trabajo matematico intenso. Ante los sucesivos fracasos de-
mostrativos, el propio Hilbert intenta aplicar en 1925 el método me-
tamatemético para demostrar H, sin gran éxito. En 1934 Sierpinski
publica un libro dedicado integramente a las equivalencias de H con
otras proposiciones matemadticas, con el claro reconocimiento de que
H no ha podido ser demostrado y el prictico convencimiento de que
tal demostracién se hace imposible, salvo que se acepte alglin nuevo
axioma junto a los ya admitidos en la teoria de conjuntos.

Serd en 1938 cuando Godel, ya asentado definitivamente en Nor-
teamérica, se dedique al problema y demuestre la consistencia de la
hipétesis generalizada del continuo y del axioma de eleccién con los
axiomas de la teoria de conjuntos. Godel, una vez maés, va a dar la ra-
z6n a la intuicién de Skolem porque, para ello, y en la linea sugerida
por Sierpinski, necesita agregar un nuevo axioma a dicha teoria. Lo
que en realidad demuestra Godel es que la negacién de HG no puede
ser deducida de los restantes axiomas de la teoria de conjuntos, si se
supone que dichos axiomas son consistentes. Y serd Cohen, en 1963,
quien demuestre, mediante la creaciéon de un nuevo método, el forcing
o de constriccidn, que si los axiomas de la teoria de conjuntos son con-
sistentes, entonces HG no puede ser deducida de los mismos. Con ello
culmina el proceso de demostrar que HG es independiente de los res-
tantes axiomas de la teoria conjuntista.

La idea de Godel se basa en la construccién de un modelo L de la
teoria de conjuntos V —que axiomatiza mediante un sistema en el que
sigue la idea de Cantor de escindir los conjuntos en dos clases, los con-
juntos y las clases, y que constituye la axiomatizacién Neumann-Ber-
nays-Godel— en el cual tanto la hipétesis generalizada del continuo
como el axioma de eleccién sean teoremas. Modelo L de conjuntos
que denominaréd construibles porque deben satisfacer, junto a los axio-
mas de V, un nuevo axioma 'V = L’: «Todo conjunto es construible».
En otras palabras, el objetivo de Godel se centra en tres pasos: 1.
Construir L; 2. Demostrar que 'V = L’ se sigue en L; 3. Demostrar
que en L tanto la hipdtesis generalizada del continuo como el axioma
de eleccidn, son teoremas del sistema V + 'V = L'

En cuanto al primer punto, Gddel considera las operaciones Fj fun-
damentales de formar conjuntos —uniones, complementos, pares, pro-
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ductos...—. Con estas operaciones, que son las clésicas, construye todas
las clases de conjuntos que se obtienen por iteracién transfinita a par-
tir de @. Asi, se dird que un conjunto A es cerrado respecto a una
operacién F de aridad n si para todos los subconjuntos A,, ..., A, de
A para los cuales esté definido F (A, ..., Ap) se verifica que F (A,,
... An) € A. Sea X un conjunto de V; D (X) representa el menor con-
junto A, X C A, cerrado respecto a las operaciones F; fundamentales.
Con estas definiciones, €l modelo L se construye por iteracién transfi-
nita en la forma:

1. L,=2¢

2. La+1=®Lx)NDLaU{La})
U

3. L o = B< a LB

4. L= UL,y

Sin entrar en los detalles o esbozos ni siquiera de la demostracion
—tanto de la dada en 1938 como la de 1940—, en algunos puntos de-
licada —como en la discusién de la relativizaciéon de V a L y luego
a la inversa—, destaco, basicamente, dos puntos:

1. Es claro que cada conjunto Ly + 1-L¢ se define sin referencia
alguna a la totalidad L, + 1 a la cual pertenece. Estos conjuntos son
los que Godel, y por este motivo, denomina construibles. El hecho de
que se construyan sin referencia a la totalidad a la cual pertenecen in-
dica que la construcciéon godeliana satisface las exigencias del predica-
tivismo reclamado por Poincaré, ya que sdlo se consideran conjuntos
que pueden definirse sin que el definiens remita a totalidad alguna en
la cual se encuentre el objeto que se define.

2. Por otro lado, la idea se centra en el manejo de una forma del
teorema de Lowenheim-Skolem por el cual se logra la contraccién de
una familia de conjuntos a unos subconjuntos arbitrarios suyos que
constituyen una familia transitiva. Es decir, se logra construir L, con
L c V, de tal manera que, en el caso de », el nimero de subconjun-
tos de , es decir, 2% sea precisamente 7,. Y ello porque se han omi-
tido todos los conjuntos no construibles. La familia transitiva nu-
merable es isomorfa con la dada y, sin embargo, en ella se satisfacen
todos los axiomas de V y, ademas, el de construibilidad 'V = L’; con-
secuentemente, se satisfacen todas las propiedades deducibles de ellos.
Esta familia es uno de los conjuntos L, con « numerable y « € Lq,
Es claro que la negaciéon de H no puede ser deducible de los axiomas
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de V porque tales axiomas se satisfacen en L y la negacién de H es,
sin embargo, falsa en L.

Estos dos puntos crean, sin embargo, muchos problemas. Si bien
es cierto que la construccién es predicativa, la misma no es.finitista,
hace uso de la iteracion transfinita general y no de la reducida, como
en Gentzen, a los ordinales menores que ¢,. Por otro lado, no estd
nada claro si todos los subconjuntos arbitrarios de V son o no cons-
truibles; en particular, si Io son o no los subconjuntos de w. Es decir,
el axioma de construibilidad es un axioma realmente problematico, in-
cluso més que la propia conjetura de Cantor. De hecho, el mismo es
falso para un conjunto con s6lo dos elementos que no sean, a su vez,
conjuntos; el conjunto {x, y} no es elemento de 'L, para cualquier «
dado. Esta objecion puede darse, por supuesto, de lado, sefialando que
es preciso hacer dos usos del término «conjunto»: uno, informal y
creador de antinomias, y otro estrictamente técnico, formal. Es lo que
afirma Godel. Y asi, en esta teoria, el término «conjunto» debe inter-
pretarse en un sentido técnico absolutamente riguroso y restrictivo:
coleccién de objetos que son conjuntos y que poseen la propiedad ‘tran-
sitiva abierta. Pero ello implica, una vez mais, y con palabras del mis-
mo Godel, que «la operacién ‘conjunto de los X' nc puede ser definida
satisfactoriamente (en el estado actual de conocimiento al menos), sino
sblo parafraseada por otras expresiones que envuelven ya el concepto
de conjunto». Por supuesto, el axioma ‘V = L’ puede ser rechazado.
De hecho, el mismo Godel mostraria sus reservas. Rechazo que signi-
ficaria la imposibilidad, de momento y hasta que no se encontrara otro
axioma menos problemitico, de demostrar la independencia de H res-
pecto a los restantes axiomas de la teoria de conjuntos.

Puede volverse ahora al Problema del continuo, al que Godel de-
dica un licido ensayo en 1947. Ya he indicado que dicho problema no
es otro que plantear la cardinalidad del continuo. Y que la Unica limi-
tacion hasta ahora obtenida se centra en el teorema de Konig, ademads
de que, de resolverse H, se tendria que 2k = X;. La independencia
de H respecto a los demds axiomas de la teoria de conjuntos conduce
a replantear el Problema del continuo de modo radical. La indepen-
dencia de H se obtiene apoyandose en la consistencia de los axiomas
de V y en la admisién de 'V = L'. Y dicha consistencia es imposible
de obtener. Ademds, la propia proposicién 'V = L’ resulta tan inde-
cidible formalmente como la propia proposicién H. Y en este punto
debe observarse que el problema de la consistencia de P era un pro-
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blema relativo. Porque si bien al agregar la proposicién indecidible a
los axiomas de P se obtendria una teoria ampliada tan incompleta co-
mo la anterior y, por lo tanto, la teoria se mostraria esencialmente
indecidible, tal indecidibilidad dependia bésicamente de los métodos
demostrativos aceptados. Ampliar tales métodos conducia a una de-
mostracién de la consistencia de P. De aqui que pudiera afirmarse que
en los terrenos de la Légica no existieran proposiciones absolutamente
indecidibles. Sin embargo, si se aceptan los dos puntos siguientes: a)
los métodos de construccién de conjuntos son los establecidos por Can-
tor y los utilizados como operaciones fundamentales en la demostra-
cién godeliana de la consistencia de H, las operaciones Fi; b) los mé-
todos demostrativos son los conocidos en la Ldégica y los conjuntistas
—induccién, diagonal, induccién transfinita..—, entonces, resulta que
ningin nuevo método se ha originado desde la construccién cantoria-
na. Ningin nuevo método por el cual se consiga la demostracion de la
decidibilidad de una proposicién como la que refieja el Problema del
continuo. En el estado actual del hacer matematico tal problema puede
estimarse como problema absolutamente indecidible.

Ahora bien, por paraddjico que parezca puede hacerse una pre-
gunta: El Problema del continuo, jes, realmente, significativo? Pre-
gunta ante la cual, en principio, s6lo caben dos posiciones: Afirmativa,
negativa.

Si se acepta como cuestién significativa —y Godel la aceptd, ple-
namente— nos encontramos con que la conjetura cantoriana sélo pue-
de ser o demostrable, o refutable o indecidible respecto a los axiomas
conocidos. Por lo dicho antes, consecuencia de los trabajos de Godel
y Cohen, se presenta la indecidibilidad absoluta, por ahora, de dicho
problema. S6lo la aceptacién de un nuevo axioma —como el adoptado
por Gédel, el 'V = L'—, o de un nuevo método demostrativo permi-
tird resolver la cuestién de la cardinalidad del continuo. Consecuente
con su posicién realista platonica radical, Godel, en 1947, sugiere que
la posible via se encuentra en la aceptacién de algin nuevo axioma
potente. Axioma que puede estar en la linea de algin tipo de infinito
alto que asegure la existencia de cardinales inaccesibles. Es via que,
por el momento, no se le muestra muy adecuada. En lo que Gddel
acertd, dado que Levy y Solovay, en 1967, demostraron que aun cuan-
do los axiomas usuales se amplien con distintos tipos de axiomas de
cardinal elevado, la hipdtesis del continuo permanece indecidible.

En su intento conjetural de resolver el problema, sugiere Gddel la
basqueda de algin otro tipo de axioma. En todo caso, mantiene, en
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1964, en notas que agrega a su ensayo de 1947, el papel significativo
de la verdad o no del Problema del continuo. Mantiene, a ultranza,
su posicion realista. Y, consecuente, esta asuncién le obliga: Si el ma-
tematico s6lo describe un mundo eidético de objetos reales que le son
independientes, las proposiciones que enuncie han de ser verificables,
falsables y, por consiguiente, verdaderas o falsas. De esta forma, la pro-
posicion que expresa el problema del continuo ha de ser tan verdadera
o falsa como la proposicién factica: «Hoy, 28 de abril de 1978, hay
cincuenta parejas de cigiiefias negras en la provincia espafiola de Cace-
res». Y ha de serlo, aunque de momento no tengamos medio alguno
de verificarlo o falsarlo. Con una diferencia, que el problema del con-
tinuo podra ser demostrable o refutable si se agrega algin nuevo prin-
cipio, atin no descubierto por falta de la necesaria intuicién logica. Qué
tipo de axioma aceptar vendrd segin las consecuencias que del mis-
mo puedan derivarse. En especial, el criterio -de falsabilidad ha de te-
ner en cuenta las consecuencias «verificables», es decir, las demostra-
bles sin recurrir al nuevo axioma, pero con demostraciones més sim-
bles —lo cual equivale a olvidar su resultado fundamental sobre las
longitudes de las demostraciones, de 1936—. Elegida esta via, Godel
hace referencia a las consecuencias plausibles y menos plausibles que
se derivan de H. Y aunque tenga que reconocer que hay muchas pro-
posiciones plausibles que implican la negacién de H, ninguna proposi-
cién plausible se ha logrado formular que implique H. A pesar de lo
cual estima que el Problema del continuo se centrard, como problema
matematico o légico de fundamentos, en el de crear nuevos axiomas
con los cuales pueda hacerse posible refutar la conjetura de Cantor.

Godel, llevado de su realismo mds que platonico, se niega a acep-
tar que el problema del continuo posea el mismo estatuto que un pos-
tulado geométrico como el postulado V de Euclides. En el fondo, se
niega a admitir la independencia de dicho postulado respecto a los res-
tantes de la teoria de conjuntos; independencia que posibilitaria la crea-
cién de otras teorias en las que se rechace dicha hipétesis y, conse-
cuentemente, dicho problema. Lo cual podria implicar la admisién,
como en Poincaré, de cierto tipo de convencionalismo conceptualista,
ajeno al realismo godeliano.

Los argumentos de Go6del para negarse a admitir dicho papel se
centran en dos razones. Una, estrictamente matemdtica: la falta de si-
metria que se provoca en las teorias que acepten H de aquellas que lo
nieguen. Sélo las teorias que aceptan H se le manifiestan como mds
fructiferas, mientras que aquellas que lo niegan se le muestran estéri-
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les salvo para su propio dominio -limitado. Asimetria que no ocurre
con las teorfas geométricas, donde las que aceptan el postulado V y las
que lo rechazan son extensiones en el mismo sentido de la palabra.
Junto a este argumento «matemdtico», Godel aporta un segundo de
caricter que €l mismo califica de «epistemoldgico», y que no es otro
que la insistencia en el criterio de falsabilidad empirico antes mencio-
nado, aunque dicho criterio no se le muestre como muy factible en el
estado presente del conocimiento.

Frente a la posicion de Godel puede adoptarse la posiciéon opuesta
en cuanto a la significacion del problema del continuo. Hecho que el
mismo Gdodel reconoce como posicion caracteristica de los intuicionis-
tas e, incluso, de algunos constructivistas moderados en la linea de
Poincaré y Weyl. Naturalmente, negar significacion al problema impli-
ca una posicién radical si se argumenta desde el plano ontolégico de
finales del siglo x1x en el que GGdel se mantiene, posicién radical que
debe rechazar, entonces, no sélo H, sino cualquier otro axioma como
los de infinitud potente. En el fondo, debe rechazarse toda la semén-
tica del lenguaje formal conjuntista. Bien entendido, conjuntista canto-
riano. Desde un enfoque en el que sea la estructura formal el objeto
propio del hacer matemético, no hay verdadero problema. Desde este
enfoque, es factible la creacién de una nueva semdntica conjuntista no
cantoriana, de una nueva teoria de conjuntos. Y este hecho es el que
intenta poner de relieve la escuela checa ligada a Vopenka con la crea-
cion de la AST (Alternative Set Theory), en la cual sélo hay dos tipos
de potencias infinitas y, ademads, frente a la concepcién cantoriana de
situar lo finito tras lo infinito —lo finito como mero rincén de lo in-
finito-~, los conjuntos infinitos se sitian entre los conjuntos finitos.
Como objetivo, y no secundario, la AST se propone modelar de mane-
ra natural el concepto de «infinitamente pequefio» que la teoria can-
toriana no puede adoptar, salvo la construccién, en parte artificial, de
los modelos no candnicos del andlisis iniciado por Robinson.

En el fondo, lo que vuelve a plantearse es €l problema en cuanto
al papel del infinito actual y al papel de las demostraciones no efecti-
vas en el hacer matematico. Con la dificultad de que un rechazo abso-
luto del infinito actual impide un desarrollo de campos matematicos
que inciden, por otro lado, en terrenos como los de la Fisica.

En este sentido continda como problema abierto no ya el problema
en si del continuo, sino la concepcion de dicho continuo. Problema
abierto porque el intento de captarlo durante el siglo x1x a través de
lo discreto mediante la aritmetizacion del Andlisis se mostré inoperante
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y contradictorio. La inversién epistemoldgica del iltimo tercio del si-
glo x1x, con la introduccién de las nociones topoldgicas, parecié el ca-
mino adecuado para dominar tal problema. Y, sin embargo, exigié par-
tir del transfinito, punto de partida que, sin embargo, deja sin resolver
la cuestion, manifestada en el problema del continuo y la hipdtesis del
mismo como proposiciones absolutamente indecidibles. Y ello porque
en tal transfinito Cantor introdujo, de manera solapada, lo discreto me-
diante una transposicion al concepto de cardinal. Y lo continuo, reflejo
de lo geométrico, puede que no necesite, en esencia, de la nociéon de
cardinalidad, lo que pone atn més de relieve el trabajo en el Anilisis
no canénico donde el «infinitésimo» ha permitido reintroducir la no-
cién de proximidad sin tener que pasar la misma por la nocién de su-
cesiéon o continuo-aritmético ni por la de continuo-conjuntista.

Discreto y continuo que contindan como dos polos entre los cuales
se mueve el pensamiento matemético, con predominio alternativo. Y,
para mayor homenaje a Godel, cabe terminar con la afirmacion de que
s6lo un més profundo estudio de lo que ambas cuestiones denotan per-
mitird, quiz4, ona aproximacién, una mayor clarificacién de la concep-
cién del continuo, que puede admitirse como concepcién de caricter
estrictamente geométrico, al viejo modo.
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