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Derivacion formal: Analisis critico

El concepto de derivacion formal es, desde el sentir de
los Idgicos, el que capta el contenido esencial Idgico de la prdc-
tica matemdtica. En este ensayo se estudia la estructura y las
funciones asignadas a la derivacion formal; se realiza un and-
lisis critico de las componentes definicionales y de los supues-
tos en que se apoya: se analizan los compromisos epistemo-
ldgicos, antropolégicos y metodoldgicos que subyacen al
concepto de derivacion formal. Una primera consecuencia de
este andlisis es que la nocion de derivacion no capta el conte-
nido esencial epistémico de la prdctica matemdtica.

Tras los trabajos de Frege, de Peano... surge una nocién de deri-
vacion o demostracion que cristaliza en los entornos de los aiios
treinta con Hilbert y su escuela, con Tarski... Nocién de derivacion
formal que, por la critica de Frege a los matematicos, por su acepta-
cion por el logicismo y el neopositivismo, por su manejo en el Pro-
grama de Hilbert, se convierte en concepto normativo para el hacer
matemadtico a lo largo de este siglo a pesar de las primeras criticas
de Poincaré y, posteriormente, de los intuicionistas.

La apuesta de Quine por una epistemologia naturalizada, el
papel de las demostraciones asistidas por ordenador, las criticas a la
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escuela Bourbaki..., han llevado a discusién en afios recientes
la nocién de derivacién formal, y figuras como Manin o Tymoczko,
entre otras, pretenden su modificacién conceptual y, con ello, la
modificacién conceptual de lo que se entiende por Matematica. Deba-
tes que justifican someter el concepto de derivacién formal —o
demostracién de los l6gicos, como se la puede calificar— a un anali-
sis critico de su estructura y limitaciones formales, de aquellos ele-
mentos ideoldgicos que subyacen a la misma, de la tesis de que es la
que capta el contenido esencial 16gico del hacer matematico...

1. CARACTERIZACION
DE LAS NOCIONES EN JUEGO

1. Hay dos aspectos a distinguir en la nocién de demostracién
formal: su estructura, sus funciones.

A) ESTRUCTURA

1. Se parte de un lenguaje formal en el que se distinguen las
configuraciones bien formadas a_ de las restantes —mediante reglas
de formacién que permitan, por mera inspeccién, tal distincion—.

A continuacion, se establece, y de modo explicito,

1) Un conjunto de axiomas Ax.

2) Un conjunto de reglas de derivacién o. Finalmente, se define
la derivacién formal como

3) La sucesién <a,, @, ... @ >, en la cual: a, es un axioma; los a,
son elementos de Ax o se obtienen de los @, anteriores
mediante las reglas de o; o es la conclusién o teorema
demostrado.

El conjunto Ax puede desglosarse en dos subconjuntos distin-

tos: AxL, formado por los axiomas comunes a todos los sistemas for-
males —constituyen la base para la obtencién de las proposiciones
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que componen las teorias de los sistemas formales 16gicos S—; y AxT,
formado por axiomas especificos que dan origen a teorias matemati-
cas Th. Como AxLcAxLUAXT = Ax, los sistemas Th se estiman exten-
siones conservadoras de los sistemas S, ScTh, y se puede sostener
que la Logica es la base del hacer matematico.

Es una caracterizacion calificable de sintética, y su desarrollo
expositivo conforma el estilo Frege-Hilbert en el sentido de que, dado
el lenguaje formal, el punto de partida son los axiomas y las reglas
de derivacién, con la conviccién de que el contenido conceptual se
encuentra en los axiomas y la derivaciéon no hace otra cosa que espe-
cificarlo en las conclusiones; de aqui que no haya extensién cognos-
citiva, salvo en el plano psicolégico, que debe ser descartado de este
ambito. Si se afiade que los axiomas poseen valor veritativo —verda-
deros en si por 16gicos o en una estructura o modelo—, al concebir
la derivacion como hereditaria, el teorema posee el caracter veritati-
vo de los axiomas. Este aspecto se convierte en criterio normativo
para contrastar la validez de la derivacién: la conclusién no puede
ser falsa...

2. Con Gentzen surge otra nocién de derivacién calificable de
analitica: punto de partida, el mismo lenguaje base. Pero ahora se
toma el conjunto o de las reglas de derivaciéon como primitivo, acep-
tando que el conjunto de axiomas es vacfo. Las reglas se enfocan
no como generadoras de la férmula que aparece en la conclusién,
sino como relacién de consecuencia entre férmulas; de aqui que pue-
dan estimarse, como se hace desde Gentzen, como caracterizadoras
de las constantes logicas del lenguaje base adoptado. En otras pala-
bras, las reglas se pueden considerar como un tipo de definicién que
da el significado de las constantes logicas. En su establecimiento, en
la determinacién del significado de dichas constantes, las reglas se
escinden en reglas de introduccién —que son las auténticas defini-
ciones— y reglas de eliminacién o cancelacién —que vienen justifi-
cadas, precisamente, por las de introduccién—.

La derivacién formal se convierte en el encadenamiento de las
reglas de introduccién y eliminacion en un «arbol» donde la tltima
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formula es el teorema obtenido de las hipétesis no canceladas en el
diagrama arbéreo. El desarrollo expositivo es el «estilo deduccién
natural» y se materializa en diversos tipos, como en el calculo de
secuentes, tablas semanticas, diagramas arboreos...

Ya Gentzen apunté que si bien las derivaciones en forma de
drbol no representan en sentido estricto demostraciones —y ello por-
que las «auténticas» demostraciones han de mostrarse en secuencia
lineal de proposiciones por la naturaleza del lenguaje en el que se
expresan—, sin embargo, posibilitan captar lo que puede estimarse
como «contenido esencial 16gico» de la practica matematica. En otros
términos, las derivaciones en forma de arbol constituyen una forma-
lizacién natural de las demostraciones matematicas ordinarias. A su
vez, muestran la ventaja de no repetir un resultado una vez que el
mismo se ha obtenido; es decir, en las derivaciones en arbol sélo se
emplea una vez una férmula derivada cuando la misma se ha obte-
nido.

Estas ventajas de la derivacién en forma de arbol se quieren ava-
ladas porque se pueden transformar facilmente en derivaciones en
forma lineal, por lo que cabe sostener que representan auténticamen-
te la demostracién mateméatica —modulo de la transformacién corres-
pondiente a forma lineal—.

En los sistemas S de primer orden ambos enfoques, sintético y
analitico, son equivalentes y se puede pasar a través de la reduccién
de la derivacidn sintactica a su forma normal, que es tnica. Resulta-
do que se extiende a sistemas formales de segundo orden, asi como
a algunos sistemas Th numéricos... Equivalencia apoyada en la trans-
formacion mencionada de la derivacién en forma de arbol a deriva-
cién como sucesion lineal y de ésta a forma normal; forma en la cual
s6lo los conceptos que ocurren en la conclusién intervienen en la
derivacion. Es decir, en la forma normal se han eliminado todos los
conceptos y supuestos no esenciales para la conclusion.

Es claro que aqui se origina una primera problemética: a qué
considerar parte innecesaria o no esencial en una derivacién; de
hecho, en el paso de una derivacién en forma de arbol a una deriva-
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cién en forma normal se pierde informacién que se muestra esencial
en la primera, aunque no se muestre en la segunda por no intervenir
en la conclusién. Pero ello da paso a otra cuestién como la proble-
matica de la identidad de las demostraciones... (cf. Feferman 1975 y
1979, Stalmarck 1991).

3. Tanto en uno como en otro estilo se dan las reglas de modo
explicito, posibilitando su empleo paso a paso sin saltar etapas, sin
provocar lagunas —aunque en proceso posterior quepa una reduc-
cién: la conversion a la forma normal correspondiente—. La deriva-
cién formal, como sucesién lineal o como arbol, se quiere que mues-
tre lo esencial de la estructura légica demostrativa no sélo del sistema
formal, sino de la practica informal matematica. Bien entendido que,
desde la concepcidon plasmada por Tarski, se pasa de la nocién abso-
luta de verdad a una nocién relativa, donde las proposiciones seran
verdaderas en unas estructuras; carentes de sentido o incluso falsas,
en otras...

Se tiene establecida asi la estructura del concepto derivacién for-
mal, que se apoya en un lenguaje riguroso como el que proporciona
el de primer orden y que, acompaiiado de un vocabulario conjuntis-
ta si es preciso, permite la formulacién del razonamiento matemati-
co. En el fondo, y en el plano derivativo sintactico, permite que la
demostracién pueda ejercerla el intruso, el computador. Ello se con-
sigue por la previa formalizacién —codificar en la conceptografia
base—, convirtiendo la demostracién informal en derivacién formal,
que se enfoca como un célculo para, logrado el teorema, descodifi-
carlo mediante una interpretacién. De aqui que el proceso derivativo
se pueda realizar en lo formal sin tener en cuenta el contenido de las
proposiciones que intervienen.

B) FUNCIONES Y ALGUNOS SUPUESTOS

1. En primer lugar, se observa que en la demostraciéon formal
se ha invertido la concepcion clasica de ser la verdad de la proposi-
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cién matematica lo primario y su demostracién lo secundario: ahora
lo primario, lo que fundamenta la verdad de una proposicién, es su
demostracién. Inversién epistemoldgica respecto a la concepcién cla-
sica en el sentido de que el conjunto T de proposiciones validas de
cada teoria Th se quiere como subconjunto propio del conjunto
de proposiciones formalmente demostradas D a partir de los conjun-
tos Ax y o. Se tiene TcD vy, de ahi, la preocupacién por cuestiones
como las de consistencia de Ax y decidibilidad del proceso derivati-
vo. Como supuesto implicito, y a pesar del marco pretendidamente
sintactico puro, se mantiene la conviccién de que sélo las proposicio-
nes verdaderas intervienen en las derivaciones de forma que la
demostracién sélo lo es de lo verdadero. Asi, la funcién de la demos-
tracién es proporcionar justificacién de las proposiciones y no la de
provocar conviccién o dar evidencia del contenido de la misma. En
otras palabras, la demostracién se ha convertido en la garantia que
justifica la conclusion.

Con ello la demostracién posee una funcién normativa: ha de
tener el papel basico de la fundamentacién, lo que implica que toda
demostracion matematica deba seguir los dictados de la demostra-
cién formal. Y lo debe seguir para que, por una parte, el hacer mate-
matico quede fundamentado; por otra, alcance la exactitud y el rigor
absoluto al impedir saltos y lagunas en la derivacién. Rigor que se
identifica con certeza y con infalibilidad del proceso.

Si las anteriores son funciones que se establecen con caracter
positivo, se agrega, en andlisis negativo y por la marginacién respec-
to al contenido material, la supresién de la intuicién informal. Con-
tenido material, intuicién informal se ven como parte de lo subjetivo
del matematico, de lo psicolégico y, desde esa subjetividad, posibili-
taba atribuir como funcién de la demostracién la de convencer res-
pecto a la verdad de la proposicién. Y desde una caracterizacién for-
mal la funcién de la demostracién no es convencer, sino asegurar la
verdad y, con ello, fundamentarla.

Se tiene, aqui, un cimulo de suposiciones. Asi, las reglas de
derivacion o inferencia han de ser reglas de caracter finito, més atin,
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recursivo y decidibles. En consecuencia, se admite que puedan ser
revisadas paso a paso en su aplicacién en la sucesioén derivacién. La
demostracién cae bajo la verificabilidad directa finita, lo que entraiia
que se suponga, en el fondo, infalible. Suposicién en el plano sintacti-
co y no en cuanto a su contenido epistémico. Un mal uso de las reglas
puede ser detectado, y rectificado, por lo que la verificabilidad contie-
ne el criterio de infalibilidad. Bien entendido que el error es de quien
maneja las reglas y no de las reglas mismas. Con ello, a la derivacién
se la dota de unas notas —verificabilidad, infalibilidad— realmente
trasvasadas desde un enfoque puramente computacional.

La suposicién anterior implica aceptar lo que algunos califican
como hecho empirico: la comprobacién de que se utiliza de modo
correcto el programa que da paso al célculo se realiza en verificacion
perceptiva sobre los signos concretos que componen la derivacién.

Igualmente se admite que la derivacién es, como sefialan De-
tlefsen-Lucker (1980), autosuficiente; forma una unidad de «razona-
miento» que no requiere nada fuera de ella misma para producir la
conclusién. Supone la creencia en el poder de la derivacién como
propio e independiente, en particular, de cualquier influjo epistémi-
co y la aceptacién del resultado de una demostracién, no porque la
proposicién aparezca la tltima en la sucesién de las proposiciones
que componen la derivacién, sino porque es la derivacién la auténti-
ca razén por la cual la tdltima es la proposicién demostrada.

2. Es la nocién de demostracién formal y sus funciones asocia-
das, a la vez que la idea de que los matematicos la manejan y acep-
tan, lo que parece tener en mente Tymoczko cuando habla de la nece-
sidad de su revision; es lo que parecen tener en mente quienes, desde
la epistemologia naturalizada, piden dicha revisién y modificacién,
acudiendo a las funciones de infalibilidad y verificabilidad asociadas
a las sucesiones que componen la derivacién formal, cuando tales
notas parecen ausentes de las pruebas aststidas por computador, de
las demostraciones que de modo efectivo hacen los matematicos.

Y ello porque éstos, en su practica, siguen haciendo lo que les
criticara tan duramente Frege: son superficiales —incluso los bour-



42 JAVIER DE LORENZO

bakistas— por atender al contenido, no precisan con nitidez alguno
de los conceptos que manejan, cometen errores y lagunas en sus
demostraciones, aceptan conjeturas que carecen de demostracién —y
hasta llegan a dudar de que Dios, si lo hay, sepa la demostracién de
alguna de las mismas—. Hilbert, cuando hace matematica, no funda-
mentos, realiza demostraciones que son «teologia» o dedica cursos a
la imaginacién geométrica —en 1920-21—, presentando no sus aspec-
tos 16gicos o formales, sino sus aspectos visuales, intuitivos, y com-
bate la «supersticién» de que la matematica no sea otra cosa que una
prolongacién de la aritmética y no tenga que ver también con lo
visual geométrico; la supersticién de que la matemética quede empe-
drada de férmulas sin recurso a lo espacial visual y se aboque a sélo
un tratamiento sistematico con cuestiones como la de su completud...
(Hilbert-Cohn Vossen 1932).

¢Coémo es posible que los mateméticos se empefien en no seguir
los dictados normativos l6gicos y no muestren en general la estruc-
tura légica demostrativa correspondiente? ;O es que el concepto de
demostracién formal nada tiene que ver con el hacer matematico —a
pesar de lo admitido por logicistas, formalistas, neopositivistas...—
o, de tener algo que ver, no refleja mas que un aspecto y quiza el
menos importante? Y si es asi, ;por qué modificarla o revisarla, como
pretenden Tymoczko y algunos filésofos de epistemologia naturali-
zada? Intentos de revisién que han conducido a hablar de una
«nueva filosofia de la demostraciéon matematica», en la cual la
«nueva» demostracién viene a ser calificada como cuasi-empirica,
publica, hasta aleatoria..., 0 mero proceso social donde, con palabras
de Manin,

«A proof only becomes a proof after the sociat act of
“accepting it as a proof”» (1977:48).

Desde la praxis matemaética son preguntas que obligan a un ana-
lisis del concepto «derivacién» y de los elementos ideolégicos que en
él se incardinan.
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2. ANALISIS CRITICO DE LAS COMPONENTES
DEFINICIONALES

1. Tal como se han establecido las nociones «regla de deriva-
cién» y «demostracién formal» se puede afirmar que son objetos
matemadticos y, mas atin, objetos inmersos en un tipo de hacer mate-
matico muy determinado: el hacer global. Incluso sus distintas
variantes, como el concepto de consecuencia enfocado como opera-
dor monétono de clausura —que constituye una funcién asociada de
conjunto—, o la caracterizaciéon recursiva de derivacién, siguen sien-
do objetos matematicos en el interior de un hacer de base global. Una
regla de derivacién es una aplicacién r; de un conjunto X en una pro-
posicién p, lo que se puede escribir por

X
r;, X —» p, o bien I ,
P

donde X es un subconjunto del conjunto P de todas las configuracio-
nes bien formadas sobre el lenguaje L elegido —en general L,—y
puede ser, 0 no, unitario. El conjunto de las aplicaciones r, es, preci-
samente, 8. Por la caracterizacién dada, tanto las reglas como @ son
recursivos.

Se defini6 la derivacién como sucesién: aplicacion del reticulo
lineal booleano <I, +> en P, siendo I un subconjunto de Q. Se admite
que la sucesién es de longitud finita: de lo contrario no tendriamos
el teorema a_ en un nimero finito de pasos, aunque n pueda ser sufi-
cientemente largo; con palabras de Frege, la demostracion no se mide
con la vara.

Desde lo conceptual puede generalizarse y pasar tanto a
reglas de derivacién como a derivaciones de longitud infinita,
longitud asociada a cualquier tipo de ordinal; supone aceptar
un compromiso tedrico-conjuntista problematico, por lo cual,
de momento, puede dejarse a un lado esta generalizacion.
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Al ser objetos matematicos, las propiedades que se les pueden
atribuir tienen que demostrarse mediante procesos conceptuales
matematicos a los que, en su primera formulacién, esas nociones pre-
tenden fundamentar. Para ello, y como casos particulares de la nocién
de aplicacién, hay que especificar sus caracteristicas concretas.

1) De modo clasico, la caracterizacidon se ha realizado atendiendo
por modo exclusivo a la nocién de derivacién formal y a los conjuntos
D de teoremas y T de férmulas validas. Desde el hacer de sistemas for-
males se ha ligado cada sucesién derivacién con un niimero mediante
una godelizacién y, a la vez, se han identificado D y T con los conjun-
tos de sus nimeros correspondientes. Con ello se pueden plantear y
obtener demostraciones de propiedades atribuibles a las derivaciones
y a sus elementos asociados, pero a través de sus conjuntos numéricos.

El concepto «demostracién formal» se muestra recursivo y el
conjunto D de teoremas derivables de una teoria axiomatica formal
—por ej., PA— como recursivamente enumerable (r.e.). Como hay
conjuntos r.e. que no son recursivos, resulta que D es, en general,
indecidible. Lo cual no implica el hecho de que dada una sucesién,
finita, de férmulas bien formadas, pueda decidirse si es 0 no una
derivacion. Con una salvedad, aun en el caso de ser decidible tedri-
camente, el posible algoritmo puede ser impracticable si exige un
niimero de pasos o una cantidad de espacio exponencial respecto a
las entradas del algoritmo.

Si se enlaza con problemas aritméticos puros, con la probleméti-
ca de las ecuaciones diofanticas, como un conjunto es diofantico si es
r.e., se tiene que D —para PA— es dioféntico. El control de la demos-
tracion formal para una proposicién o del sistema formal queda redu-
cido al de la ejecucién de un niimero de adiciones y multiplicaciones
determinado por el polinomio diofantico correspondiente. Asi, el crite-
rio de verificabilidad asociado como funcién de la derivacién formal
queda reducido a las operaciones aritméticas elementales.

Es punto en el que, por otro lado, inciden los teoremas de inde-
finibilidad de Tarski y los de Godel de incompletud y consistencia
en el interior de un sistema formal. Incidencia por la cual una de las
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funciones basicas asociadas desde la inversién epistemolégica a la
derivacién formal, la tesis

la derivacion formal a partir de un sistema de axiomas en los
que no se tenga en cuenta su significado es la que avala la ver-
dad de la proposicién,

es insostenible y, con ella, que la derivacién sea garantia de la ver-
dad. Insostenible porque, como resultado de estos teoremas, se tiene
DcT, es decir, lo contrario de lo que se mantenia desde esa inversién:
las proposiciones derivables son las que aparecen formando un sub-
conjunto propio del conjunto de proposiciones véalidas. Mas atn,
D es r.e. y miembro de X, primer nivel de la jerarquia aritmética,
mientras que T ni siquiera pertenece a Zco...

b) En afos recientes se ha centrado el estudio en las reglas de
inferencia que, en general, se habian admitido carentes de problema-
tica, y solian establecerse como esquemas inferenciales. Y las reglas
encierran, sin embargo, una de las claves del concepto-niicleo
—informal— de inferencia.

Al ser aplicaciones, han de satisfacer condiciones especiales.
Parece razonable que entre ellas se encuentren las de reflexividad y
transitividad —que reflejaria la composicién de una regla consigo
misma y, a la vez, la propiedad triangular r*r, = r—. También cabe
exigir que ciertas reglas cumplan, aunque no todas a la vez, alguna
de las condiciones de monotonia y cierre, conmutatividad o inter-
cambio; generalizacién existencial, extensionalidad, sustituibilidad;
contraccion o expansién... Reglas que, al tener unas u otras caracte-
risticas, delimitan unos u otros tipos de sistemas formales. Asi, una
regla como la de intercambio se sigue en la 16gica lineal de Girard,
pero no en una légica como la de relevancia.

Incluso se puede estudiar si las reglas caen bajo la Teoria de la
complejidad en el sentido de comprobar si se verifica que un enun-
ciado como «una proposicién a se obtiene como aplicacién de una
regla de inferencia aplicada sobre 8’ es o no decidible.
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Las reglas de derivacién no aparecen como reflejo de unas leyes
del pensamiento, fijadas de una vez para siempre, como podria dedu-
cirse de las consideraciones a lo Frege, Tarski, logicistas, formalistas...
La eleccién de reglas con unas u otras caracteristicas, y que determinan
unos u otros sistemas formales, es una eleccién, no una imposicién. Y si
no cabe hablar de imposicién, tampoco de arbitrariedad o convenciona-
lismo, sino de eleccién de unos u otros sistemas formales, que podran
tener aplicaciones en unos u otros campos. Inmediato y como proble-
ma, las relaciones entre dichos sistemas formales, ahora en funcién de
las distintas reglas de inferencia adoptadas como punto de partida.

¢) Para caracterizar las nociones de derivacién y regla de deri-
vacién se partia de un dato: existencia de un lenguaje o conceptogra-
fia en el que codificar las formulaciones matematicas. Implicaba un
primer compromiso respecto a la concepcién del hacer matematico:
aceptar la escision en dos de la praxis matematica. Aceptar un hacer
matematico «informal» y uno formal que codifica al informal y en
cuyo interior cobra sentido la funcién de garantizar el teorema y, a
la vez. el rigor, infalibilidad, verificabilidad, funciones ligadas a la
caracterizacion formal de la demostracién. Derivacién formal sélo
factible en este segundo plano de codificacién del hacer matematico...

Equivale a admitir, desde el punto de partida, que el razona-
miento matemadtico, en su praxis demostrativa, no sigue la pauta de
la derivacién formal, por lo que tal praxis ha de ser traducida en lo
formal donde se establece la estructura légica de dicha praxis. Esci-
sién que, en el fondo, no hace otra cosa que admitir que la propia
Loégica formal, cuando no se la considera como parte del hacer mate-
matico, sino como elemento fundamentante y explicativo del hacer
matematico, es impotente para tal funcion o, para decirlo con pala-
bras que parafrasean las de Yu. I. Manin,

la légica es tan capaz de justificar la matematica como la biolo-
gia de justificar la vida (logic is capable of justying mathema-
tics to no greater extent than biology is capable of justying life)
(1977, VID).
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Y ello porque los teoremas antes mencionados implican que en
el hacer matematico se parte, precisamente, del conocimiento de los
axiomas y de la proposicién a demostrar; se parte de la admisién de
su verdad aun antes de su codificacién formal y su demostracién.
Por conocer el significado de una proposicién como la que expresa
la consistencia de PA vy, con ello, la formulacién de que tal proposi-
cion es indemostrable en el interior de PA, es por lo que cobra su
sentido el segundo teorema de Godel. Pleno sentido que ha llevado
a considerar que la proposicion que afirma que los axiomas de PA
son consistentes es mas fuerte que los propios axiomas, a pesar de
que esa proposicién pueda expresarse en los mismos términos en
los que se expresa PA. Pero ello hace que el problema se retrotraiga
y se centre en cémo acceder a la verdad de una proposicién mate-
matica. Desde lo formal, desde lo sintactico puro, ese acceso se mues-
tra imposible. Los resultados de indecidibilidad implican que tampo-
co es posible desde lo semdntico. Se tiene que acceder, asi, por
argumentos informales.

Los teoremas de Godel y de Tarski muestran que el enfoque for-
mal de la Matematica no da cuenta de la misma. Muestran que el con-
cepto de derivacién no es apto para captar la nocién de verdad arit-
mética, de verdad matematica; mas atn, la nocién de demostracién
formal se apoya en el conocimiento previo informal de lo que entra en
juego o en la admision de elementos de caracter existencial indecidi-
bles en la practica. En otras palabras, se apoya en una hipétesis onto-
légica sobre la existencia de la verdad de la proposicién o en una hipé-
tesis sobre la existencia de una determinada facultad del individuo...

2. ELECCION Y PAPEL DE LOS AXIOMAS

Me centro en la componente estructural Ax, aunque con breve-
dad, porque ha sido tema muy debatido.

Si se siguiera a Frege, a Russell, los axiomas se han de estimar
como principios 16gicos universales y neutrales, y es a ellos a los que
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se remite, en ultima instancia, toda derivacién. Elegir como punto de
partida los axiomas de la Teoria de niimeros, por ejemplo, no supo-
ne la realizacion de demostraciones auténticas, sino de unas subsu-
cesiones, unas subderivaciones en las que falta la primera parte de la
derivacién, aquella en la que tales axiomas se obtienen como conse-
cuencia de los 16gicos. En rigor, habria que demostrar a partir de los
axiomas l6gicos y no de los aritméticos, que se ven como teoremas
que habria que demostrar. La dificultad quiza, la longitud, pero ello
no debe ser obstaculo para la auténtica derivacién. Lo otro no seria
més que una descripcion abreviada como mucho...

Esta posicion entrafia, por un lado, una postura ideolégica: la
que ve la Matematica como una parte de la Légica, por la cual AxL =
AxXLUAXT = Ax; por otro, hace surgir el problema de la captacién de
esos axiomas l6gicos, primeros, universales y neutrales, base de todo
el hacer demostrativo. Sus notas, para Frege, se centran en que son
verdades primarias l6gicas que, por serlo, no requieren, ni necesitan,
demostracién; pero su captacién no depende de la Légica... Su carac-
terizacion se apoyard, desde Russell, en la «forma légica» y, con ello,
se propiciara un giro lingiiistico que traslada el problema, no lo
resuelve... Cuestion que indico meramente para sefialar que, en este
plano, la Légica se muestra impotente y tiene que acudir a otras con-
sideraciones, salirse de su propio marco.

Independiente al problema de su captacion, los axiomas se
enfocan —en un Frege, en un Russell— con un objetivo: ser punto
de partida para la derivacién; constituir el nicleo que contiene
todas las leyes, aunque en estado latente que la derivacién l6gica
pone a luz. La eleccién de las leyes que componen ese ntcleo viene
dada en funcién pragmatica: que sean lo suficientemente potentes
para obtener de ellas las restantes. Con lo cual, implicito, se crea
una serie de problemas: la completud respecto al sistema elegido
de axiomas; si esos axiomas son eternos o mas bien atemporales;
c6mo saber que el conjunto Ax contiene todos los axiomas, porque
si falta alguno, entonces las demostraciones hasta ahora existentes
pueden carecer de valor o, a la inversa, lo que era indemostrable se
hace demostrable...
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Inciden aqui, de nuevo, los teoremas de incompletud de Godel,
que conllevan la negacién de la existencia de un sistema tinico de
axiomas para todo el hacer matematico. Consecuente, lo que se tiene
es la aceptacién de nuevos axiomas, ahora del infinito, extremada-
mente «largos» y que van agregandose al sistema previo. Pero son
tales que, en su eleccién, pueden dar, como de hecho ha ocurrido,
sistemas de axiomas incompatibles entre si; seglin los axiomas que
se agreguen, se obtendran sistemas con un axioma como el de cons-
truibilidad y otros en los que se puede demostrar la negacién del
mismo. Teoremas de Godel que hacen inviable la suposicién de que
pueda darse un sistema de axiomas tinico, y ya desde el principio,
para el total de la matematica. Esto tiltimo a pesar de la demostra-
cién de Feferman, valida para la Aritmética, de que el conjunto T
puede identificarse con el conjunto D de derivaciones formales obte-
nidas a partir del conjunto de axiomas U < a Axa, con B limite ordi-
nal que no excede Q% y Ax_ el conjunto de axiomas de Peano. En
su demostracion Feferman rompe el proceso godeliano de agregar
etapa tras etapa la proposicién construida indemostrable en proceso
de extensién conservadora de Ax ; etapa tras etapa que, por el teore-
ma de incompletud, mantiene que el conjunto de proposiciones deri-
vables ampliado sigue siendo subconjunto propio del conjunto T
ampliado y ello tras un niimero transfinito de etapas...

En lo anterior hay un compromiso respecto a los axiomas: con-
siderarlos universales y neutrales, por lo que no pueden depender
de contenido alguno. Si se es consecuente, disciplinas matematicas
como la Geometria dejan de ser materias matematicas porque sus
primeros principios dependen de unos elementos cognoscitivos par-
ticulares —en este caso, del espacio—. Es distincién en la que se
incardina la diferencia entre conocimiento a priori y a posteriori.
A priori, Logica y Matematica; a posteriori, las restantes disciplinas,
por depender de principios, en su demostracion, no légicos. Diferen-
cia que conducia a Frege a indicar que las geometrias no euclideas
tenian la misma pretensioén de ciencias que la alquimia o la astrolo-
gia, a pesar de que pudieran caer bajo la nocién de demostracidn for-
mal... Distincién que destierra de la Matemaética lo que no sea arit-
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metizacién de la misma, suprimiendo de este hacer su contenido y
aporte geométrico, topolégico, dando paso a lo que Hilbert, como he
citado, calificara de supersticion...

Ahora bien, la universalidad y neutralidad atribuibles a los ele-
mentos de Ax puede ser cuestionada al observar que los axiomas
elegidos como universales por unas escuelas, los que conformarian
los sistemas S de los que los restantes constituirian extensiones con-
servadoras, son rechazados en cuanto a tal universalidad y neutrali-
dad por otras escuelas.

Es lo que se manifiesta en cuanto a la admisién o no como leyes
l6gicas de caracter neutral y universal —vélidas, por consiguiente,
para el manejo de conjuntos tanto finitos como infinitos— de princi-
pios como el de tercero excluido, pV - p, ExA (x) V- ExA (x), o prin-
cipio de omnisciencia como dirfan los constructivistas, en el sentido
de que con €l se tiene evidencia o conocimiento que, de hecho, no se
posee. Principio no aceptable por los intuicionistas hasta que no
se tenga decidido el estatuto de p... Rechazo que lleva como conse-
cuencia la no admision de principios como == p — p como uni-
versalmente aceptable, o el de cuantificacién existencial, donde un
intuicionista admite " ExA (x) s6lo en el caso en el que se tenga " A(t)
para algun término t...

Como precision, aqui: lo mismo ocurre respecto a las reglas de
derivacién donde la de reductio,

~a
P&~ P

a

no es aceptable para el intuicionista por descargar suposiciones y en
su lugar admite la correspondiente ex falso quodlibet

a a
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Pero las reglas, por lo antes comentado, son caracterizadoras de los
sistemas formales y, de aceptar unas y rechazar otras, se tiene que
las mismas dejan de ser, como ocurria con los axiomas, universales y
neutrales (cf. Hand 1993).

El concepto de demostraciéon que se incardina en cada escuela
pasaria a ser, asi, diferente y no sélo en cuanto al estatuto de los
axiomas y las reglas de derivacidn, sino en cuanto al propio niicleo
de la previa formalizacién y, con ello, al concepto de derivacion for-
mal convertida, ahora, en un tipo de construccién no separable de lo
epistémico.

Pero si ésta es una posible interpretacion, cabe consignar que el
enfoque del intuicionismo cae bajo el ambito de lo formalizable
estricto en el sentido de que sus construcciones pueden ser converti-
das en «programas» y una demostracioén se hace objeto o proceso
algoritmico. Incluso mas radical, en cuanto a la posible supeditacién
de la derivacién sintdctica formalista, se tiene la del enfoque intui-
cionista al computacional como lo muestra la linea seguida por Bruin
o Huet, que han acogido en la ciencia de la computacién los proce-
sos instaurados por Martin-Lof...

Posibilidades electivas que indican que la neutralidad asociada
a los axiomas no existe. Y frente a posiciones a lo Frege, a lo Russell,
la negacion de neutralidad se ve avalada porque en el fondo se esta
admitiendo la tesis de primer orden y, con ella, se pasa a considerar
que los axiomas y las reglas de derivacién caracterizan las constantes
légicas adoptadas como primitivas en el lenguaje formal de partida.

Desde Gentzen, desde el giro lingiiistico posterior, desde algtn
dmbito actual de la lingiiistica —que acepta la escisién sefialada entre
praxis matemadtica informal y praxis matemdtica formal— se preten-
de que las constantes l6gicas reflejen el contenido l6gico de ciertas
expresiones del lenguaje natural. Se sostiene que la inferencia l6gica
formal no hace otra cosa que reflejar el caracter inferencial natural
asociado a conectivos del lenguaje como «o», «y», «no», «si... enton-
ces», «todos»... Ahora bien, ese reflejo no es méis que aparente, por-
que hasta ahora sélo se han aceptado unos determinados conectivos
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y cuantificadores como constantes légicas: los que se manejaban en
el hacer matematico y no, precisamente, en el lenguaje natural. Asi,
se ha mantenido como constante légica la negacion bivalente, que da
paso a un tipo de consistencia tinico, el que maneja, precisamente, el
matemaético; esa constante viene desprovista de los matices de con-
sistencia que aparecen en la lengua natural. Sélo actualmente, y no
s6lo desde ambitos lingiiisticos, se estan desarrollando sistemas con
constantes l6gicas no desprovistas de los matices que se quieren pro-
pios de su empleo en el lenguaje natural, aunque en su plena forma-
lizacién se tengan que buscar, en su regulacién semdntica, elementos
radicalmente arbitrarios.

Se llega, de esta manera, a que la caracterizaciéon de derivacion
—por no decir, la elecciéon de los conectivos naturales— se ha hecho
en funcion de un previo hacer, el matematico, en el que termina sien-
do englobado, y el concepto en si de demostracién no se muestra
como nocién absoluta, sino relativa a concepciones previas de parti-
da. Son las que delimitan un campo al que, luego, pretenden servir
de fundamento y proporcionarle un criterio prescriptivo.

Desde otro angulo, y frente a posiciones a lo Frege o Russell,
cabe observar que el papel de base derivativa no es el finico que
poseen los axiomas. Desde el siglo xix los axiomas se enfocan no sélo
como suposiciones acerca de procesos de construibilidad o como base
para la derivacién, sino como constituyendo la definicién implicita
de estructuras posibles. No s6lo de modo directo, sino que, como
toda definicién, produce un criterio negativo: elimina modelos que
no satisfacen tal estructura posible. Con ello caracterizan, contextual-
mente, las nociones primitivas. Los axiomas se convierten en elemen-
tos constitutivos de estructuras, a las que describen tanto positiva
como negativamente.

Y la pregunta natural, ya realizada por Poincaré: cémo elegir,
como establecer las hipétesis constitutivas de los sistemas formales
o de estructuras que solo posteriormente se adoptan como principios
de derivacion sintdctica. La légica formal no permite justificar las
decisiones electivas ni, consecuentemente, las decisiones inferencia-
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les. Es un papel que no aparece esbozado en la caracterizacion de la
derivacién formal y llega a restringir el alcance pretendido de la uni-
versalidad querida para la misma.

En la base de la concepcién que da paso al concepto de deriva-
cién formal se confunden los planos postulacional, axiomaético y for-
mal del metodo axiomatico y su papel definicional. El plano postula-
cional establece el marco de juego delimitando las suposiciones
bésicas acerca de los procesos de construibilidad que pueden reali-
zarse en el mismo. Sus conceptos-niicleo pueden llegar a sistemati-
zarse mediante una formulacién axiomética. Si se da este paso, cabe
formalizar con posterioridad, siempre en funcién de estudiar y desa-
rrollar lo que en ese marco se ha plasmado. Segundo paso en el que
ya se parte de un hacer caracterizado por unos conceptos-niicleo y
en el que se elabora la teoria de una parte del mismo, elaboracién
que requiere el establecimiento de axiomas con el objetivo de que
delimiten con precisién la teoria de alguno de los elementos de ese
hacer previo. Ello implica que pueden establecerse distintas axioma-
tizaciones que den teorias, isomorfas o no, de alguno de los elemen-
tos del hacer al que pretenden desarrollar en el plano tedrico. Con
un ejemplo clasico: la axiomatica ZFS no define los conjuntos, sino
que acota un campo del hacer global, intentando aclarar y desarro-
llar una teoria coherente en su interior.

En un tercer plano, los axiomas no acotan un campo de un
marco previo, sino que se adoptan ya como caracterizadores, sin mds,
de una estructura posible. Es el caso sefialado del enfoque de que
los axiomas caracterizan el manejo de las constantes l6gicas tomadas
como primitivas en el lenguaje formal base...

En el método axiomético postulacional no se parte de los axio-
mas, sino que se llega a ellos para, posteriormente, sistematizar y
elaborar una teoria coherente —o varias— en el terreno de un hacer
previo delimitado por unos conceptos-nticleo que son los que se pre-
tenden, en el fondo, ir caracterizando.

Tener presente los distintos planos en el manejo del método
axiomatico entrafia la afirmacion de que la concepcién de derivacién
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formal no puede tener el cardcter normativo que se le ha asociado
como una de sus funciones. A la vez, invalida la pretensién apunta-
da de que Ax = AxL. Lo que se tiene, por el contrario, y ya desde el
tercer plano, es la elaboracién de distintos sistemas y teorias Th, entre
los cuales cabe considerar como unos sistemas mas a los sistemas
S caracterizados segun distintos axiomas y segiin distintas reglas de
derivacién. Elaboracion de estructuras y sistemas en la cual no se
agota el hacer matematico. Un hacer que, en el manejo del método
axiomadtico en sus distintos planos, ha de atender, siempre, al factor
epistémico.

3. EL SUPUESTO DE LA CONCEPTOGRAFIA BASE

Al describir la estructura de la nocién derivacién formal indi-
qué la existencia, como punto de partida, de un lenguaje formal, de
una conceptografia. La misma se apoya en un claro elemento ideold-
gico: su elaboracién depende de la hipétesis de un atomismo radical.
Las configuraciones bien formadas se construyen a partir de unos
elementos atémicos primarios, y las proposiciones moleculares, a par-
tir de las atémicas, con lo cual el total viene establecido por sus
partes propias, sin que ese total posea cualidades emergentes. Es una
hipétesis que se suele ocultar bajo la afirmacién técnica de que las
férmulas bien formadas se generan por procesos inductivos a partir de
la reiteracion de unas determinadas operaciones. Recurso técnico que
no hace otra cosa que manifestar que la elaboracién de esa concepto-
grafia cae bajo el hacer matematico, con la exigencia de que éste ter-
mine formalizandose en si mismo.

Esta hipotesis subyacente no es una hipétesis estrictamente
légica formal, sino ontolégica o, como mucho, metodolégica. Es una
hipétesis de molecularidad y de no-contextualidad que se quiere
vélida para la elaboracion de los calculos o sistemas formales, pero
no se ha demostrado que sea la adecuada para todo tipo de razo-
namiento, en particular el matematico, del que pretende ser su
esqueleto.
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Hay, ademads, una consideracién pragmadtica ya sefialada por
Poincaré y que, en principio, fue rechazada por el mismo argumento
de que la longitud de las demostraciones no tenia que medirse con
la vara: si se acepta el punto de partida querido por la formaliza-
cidn, la demostracién y la exposicién matematica serian imposibles.
De aqui la necesidad de la definicién explicita y de la abreviatura
para reducir complejidad de escritura de las configuraciones de las
férmulas bien formadas. Pero esta necesidad practica supone, aliada,
la supresién del paso a paso y la admisién de las «lagunas» demos-
trativas...

3. COMPROMISOS EPISTEMOLOGICOS,
ANTROPOLOGICOS, METODOLOGICOS

He sefialado que, como nota esencial de la derivacién, se quiere
su marginacion a elementos cognoscitivos e intuitivos, al contenido que
puedan vehicular las proposiciones componentes. La inferencia logica
se margina a cualquier proceso cognoscitivo y atiende, exclusivamente,
a la forma inferencial del mismo, a lo que se estima como su estructura
profunda. Es afirmacién clasica que el contenido de una disciplina
queda aportado por sus axiomas especificos, a la vez que la ampliacién
de ese contenido pertenece a la misma; a lo formal corresponde, por
modo tnico, establecer los enlaces derivativos, inferenciales, entre los
esquemas de axiomas y los posibles esquemas de teoremas.

Es, nuevamente, la afirmacion de la universalidad y neutralidad
del elemento inferencial l6gico. Con ejemplo de Denant, que sea un
ratén el que razone:

Si hay un gato a la izquierda, no debo ir a la izquierda;
hay un gato a la izquierda.
Por tanto, no debo ir a la izquierda.

Carece de valor desde lo inferencial puro. Desde lo inferencial
no se entra en la problemadtica de si los ratones razonan o no; de si
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hay un gato a la izquierda; de si el ratén, y quiza sea lo importante
en la elaboracion de una derivacién, se comporta o no «racionalmen-
te» seglin como haya sido el contenido del razonamiento y su conse-
cuente conducta: si actia 0 no en consonancia con lo deducido.
Comportamiento «racional» condicionado quiza por un proceso de
adaptacién biolégica —en el que se obtenga comida sin ser comido—
y que puede justificar su posterior formalizacién a manera de razo-
namiento deductivo y en plasmacién de modus ponens. De lo inferen-
cial puro so6lo hay que tener presente la validez o no de la forma del
razonamiento.

Adoptar esta posicién supone unos compromisos con una clara
posicién epistemoldgica condicionadora, precisamente, de tal pos-
tura:

1. En primer lugar se acepta que pueden disociarse, en los pro-
cesos epistémicos, el proceso en si del contenido y de las relaciones
entre los contenidos que en é] se manejan. En dictum clasico, se puede
disociar la Forma del Contenido. Escisién por la que cobra su senti-
do la nocién de demostracién formal en perjuicio de otros factores
mas puramente epistémicos. El compromiso supone:

a) obtenidos unos contenidos epistémicos —y no se entra en la
averiguacion de cémo y por qué, ello perteneceria al &mbito
de la psicologfa, al contexto de descubrimiento— se pueden
establecer relaciones formales entre los mismos mediante un
proceso de codificacion;

b) se manejan estas relaciones formales codificadas;

c) se admite que en esa manipulacién formal se extiende el con-
tenido epistémico al volver a considerar, tras la descodifica-
cién, los procesos epistémicos originales.

Es lo que viene a condensarse en la afirmacion tarskiana de que
el razonamiento formal no es puro juego, sino que en él se pretende
aumentar el conocimiento: el reflejado en la conclusién de la deriva-
cion (Tarski 1969: 296). Es otra forma de aseverar que el contenido
epistémico de una teoria se encuentra «concentrado» en los axiomas
de la misma.
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Es un compromiso epistemolégico que depende de unos facto-
res histéricos y de unos haceres determinados. A Kant le posibilité
separar el pensar del conocer, dejando el primero para la Metafisica
y el segundo para las ciencias naturales, entre las cuales, ciertamen-
te, incluyé la Matematica; pero trat6 de superar esta dicotomia, pro-
blematica, a través de la Légica trascendental para enlazar pensa-
miento y sensibilidad dado que, por separado, ninguno procuraba
conocimiento. Dicotomia que procedia, en el fondo, de una metafora
arraigada en la Mecadnica newtoniana, en la que el espacio hace de
contenedor formal ocupado por unos contenidos materiales que son
lo que obedecen unas leyes como las del movimiento; en paralelo, el
pensamiento l6gico formal puede pensar formalmente, sin contenido
alguno mientras que el conocimiento exige de lo material, del conte-
nido. Dicotomia que establece que lo formal depende del intelecto
mientras que el contenido ha de ser aportado por la observacién.

Distincién pensamiento-conocimiento, forma-contenido, que, quiza
por su simplicidad, ha presidido y preside gran parte del pensamiento
occidental —en el neopositivismo la distincion entre Ciencias formales
y naturales entraiia la nitida separacion entre forma y contenido obser-
vacional, aunque se traslade el constituyente de lo formal desde el inte-
lecto del sujeto trascendental a la configuracién signica de la proposi-
cidn, eliminado asi el sujeto epistémico en beneficio de un supuesto
conocimiento objetivo, que termina requiriendo de, al menos, un tercer
mundo...—. Es dicotomia que muestra su més clara aplicacién, sin
embargo, en la criptografia, que requiere ocultar el contenido del men-
saje en la propia forma con la cual se envia dicho contenido...

Sin embargo, la metafora en la que se apoya la separacién con-
tenedor-contenido se hace inviable en alguna teoria fisica, donde la
forma geométrica se incardina con la materia en cada uno de los pun-
tos del espacio-tiempo... Y esa inviabilidad muestra que es dicoto-
mia, al menos discutible, si no rechazable radicalmente, como ele-
mento condicionador del razonamiento.

En segundo lugar, no sélo compromiso epistemolégico, también
antropolégico y comunicativo-lingiiistico. Suponer la manejabilidad
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no ya del contenido, sino de la forma pura que lo representa, forma
que a su vez requiere del signo material para mostrarse —mediante
el esquema proposicional, el inferencial...— posibilita la manipula-
cién no ya de la forma, sino del signo y, con ella, gracias a la poste-
rior descodificacién, la supresién del sujeto cognoscente. Es uno de
los grandes logros que conlleva este compromiso, y no sélo en el
hacer matematico: obtener una ciencia objetiva sin sujeto cognoscen-
te. Supresion con la cual se pretende, a la vez, la plena objetividad
en cuanto al proceso inferencial formal que, por ello, reafirma su uni-
versalidad —respecto hasta los ratones— y su neutralidad epistémi-
ca —a pesar de lo apuntado de que tal neutralidad y universalidad
son inexistentes al elegir un determinado lenguaje como lenguaje for-
mal base—. Con ello, y entre otras consecuencias, la demostracién
queda amputada de uno de los papeles que hasta el siglo xix se le
habia asociado: convencer. Y ello porque no hay sujeto epistémico
alguno para el que pueda realizarse tal funcién.

Funcién de convencer que podia venir desde la captacién del
signo puro porque, como indicara Peirce, el signo posee un poder
activo —naturalmente en relacién con un sujeto epistémico que lo
capte— que conduce a poner en relacién signos entre si, a establecer
conexiones entre distintos objetos al reenviar el signo a un objeto y
determinar, incluso, su interpretacién, ademas de tener un poder
constructivo de engendramiento porque obliga a interpretar al intér-
prete... El compromiso antropolégico mecanicista que subyace a la
concepcién de derivacién formal hace inviable la captacién del poder
de lo signico al que parece, por otro lado, reducirse.

En cuanto a lo comunicativo-lingiiistico, el proceso manipulati-
vo epistémico exige la codificacién en una conceptografia, en un len-
guaje formal que se supone mas manejable que el natural en el que
se produce el proceso epistémico. Este proceso, por inmerso en el
lenguaje natural, queda inundado de ruidos en forma de equivocida-
des, vaguedades, analogias... Escisién entre formal y natural que hace
suya la metafora del campo de la informacién y la criptografia, meta-
fora asociada a: mensaje,, codificacién del mensaje,, manipulacién
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codificada, transmisién, recepcién, descodificacién, mensaje,; con la
idea de un isomorfismo entre mensaje, y mensaje,. Metafora muy
discutida y de la que, aqui, meramente indico que su aceptacién ha
traido la consecuencia del nulo interés que, desde la légica formal,
se ha mostrado hacia los aspectos contextuales y pragmaticos, hacia
enfoques del lenguaje no puramente informacionales como los que
se contienen en los de carécter inferencial. No entraban en el marco
de sus compromisos de base.

2. Son compromisos que vienen arropados por un elemento de
caracter no conceptual, sino estrictamente valorativo. Valoracién que
apoya, en el fondo, la identificacién de la derivacién con el calculo,
por lo cual demostrar = calcular y, por lo ya indicado, igual a cono-
cer. De aqui la exigencia de establecer las reglas del cilculo = deri-
vacién de manera explicita, asi como la necesidad de no saltar etapa
alguna en su aplicacion. Lo importante es que la derivacién funcione
como un cdlculo, lo que equivale a exigir que sea infalible. Infa-
libilidad que, en su regulacién, requiere la posible verificabilidad de
las reglas en su uso. Los dos rasgos en los que se detienen, precisa-
mente, los criticos de la demostracién matematica para intentar poner
en marcha nuevos conceptos asociados a la misma.

La identificacién sefialada valora la elaboracién de algoritmos que
hagan inutil aprender las reglas: un ordenador lo hace mas rapido y
con mayor precisién. Elaboracién imprescindible, ademds, si no hay
sujeto epistémico: el célculo, la derivacién formal tiene que ser ejecu-
tada por un sujeto objetivo, por una maquina. Con ello se mantiene
uno de los suefios de Leibniz: identificar razonamiento con algoritmo
computable, en paralelo a su identificacion ontolégica entre célculo y
ser (Martinez Marzoa 1991). De hecho basta observar el paralelismo
entre las exigencias impuestas al formular las condiciones en el plano
sintactico de la derivacién —reglas como instrucciones precisas que
puedan aplicarse mecanicamente; tomar como punto de partida confi-
guraciones explicitamente formuladas— con la de los algoritmos como
sistemas bien determinados de instrucciones precisas. El enfoque de la
nocién de derivaciéon formal es, realmente, computacional.
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Es consecuente que, desde posiciones como la logicista o la for-
malista, se potenciara lo sintactico puro, y que Hilbert —desde la
consideracién de fundamentos, no desde la practica matematica—
llegara a estimar la decidibilidad como el problema fundamental de
la Légica. Consecuente porque la respuesta a este problema daba la
llave para cuestiones como la completud, la consistencia... y, sobre
todo, para alcanzar su programa de que todo problema puede ser
resuelto —negativa o positivamente—.

En la misma linea es consecuente que Turing enlace su trabajo
con la pregunta: ;puede pensar una maquina?, o la aparicién de cam-
pos como el de Inteligencia Artificial, donde, en sus momentos ini-
ciales, el razonamiento se enfoca desde la Logica formal identificada
con computable.

Compromisos con su valoracién correspondiente que llevan a la
concepcion de que la esencia del hacer matematico es un hacer deri-
vativo formal desde unos puntos de partida y con unas reglas esta-
blecidas de antemano. Se alcanza, en el fondo, un enfoque computa-
cional del hacer matemadtico, en el que culminan escuelas como
logicismo, formalismo, finitismo e intuicionismo formal en sus dis-
tintas acepciones finitistas. Un hacer formal carente de contenido,
aunque alguno de estos finitismos pretenda que exista, pero dado,
por modo exclusivo, por lo numérico.

3. Es concepcién en la que se observan, al menos, dos elementos:

a) Reduccién de haceres como el Figural y el Global al compu-
tacional. Lo cual supone, implicito, la admisiéon de que sélo
hay un hacer matematico y, con ello, igualmente, que sélo
hay un tipo de razonamiento;

b) Aceptacion de una inversion respecto a los papeles que hasta
ahora habian mostrado Célculo y Razonamiento. Desde una
vision «clasica», todo célculo podia enfocarse como un tipo
de razonamiento especial, en el sentido de que calcular podia
equipararse a un tipo restringido de concluir. Es considera-
cién que tiene una serie de ventajas: «mecanizar» algunos
tipos de razonamiento, por hacerlos mas manejables. En el
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Calculo Infinitesimal, por ejemplo, el establecimiento de unas reglas
de derivacién posibilitan obtener la derivada de cualquier funcién
dada sin tener que «pensar»... Desde esta perspectiva, el proceso for-
malizador se convierte en un mecanismo de abstraccién y simplifica-
cién del razonamiento.

Sin embargo, desde la inversion sefialada, es ahora el razona-
miento el que se convierte, en su totalidad, en un célculo, en calculo
estrictamente deductivo, como si el mismo fuera todo el razonamien-
to, el Gnico seguro y fiable. Razonar es computar, calcular.

Es linea cartesiana y leibniziana: el razonamiento no es mas que
un calculo l6gico o algebraico que ha de seguir un método estricto
—dado por reglas en paralelo a las algebraicas, o a partir de unos
primeros principios o axiomas y unas reglas de derivacion—. Métodos
aceptables tnica y exclusivamente en funcién de criterios algoritmi-
cos: la derivacién es aceptable si procede segun las reglas cuya apli-
cacién correcta se puede verificar de modo estrictamente computa-
cional (Beeson, 1988). Inversién que condiciona la visiéon del hacer
matematico y, con él, de cualquier otro tipo de razonamiento. Pero
es inversion que, a su vez, y hago aqui un mero apunte, viene con-
dicionada por el tipo de sociedad en el que ese hacer, que no es otra
cosa que un determinado producto de la especie humana, se produce.

4. Un adltimo punto, de momento. Cabria aceptar, de hecho,
esos compromisos epistemolégico, antropolégico, comunicativo-lin-
giiistico; que la nocién de derivacion formal se convierte en un obje-
to matematico sobre el cual realizar nuevas derivaciones y que, a
pesar de ello, no se tiene regreso al infinito porque se reconoce que
la sucesién dada como derivacion es una demostracion; que la clari-
ficacion de la nocién se ha realizado este siglo, por lo cual las demos-
traciones matemaéticas de épocas anteriores no la seguian en cuanto
a su expresion superficial, aunque si eran demostraciones, lo eran en
cuanto a su estructura profunda no explicitada... Y, a pesar de esos
compromisos y supuestos, mantener que el concepto de derivacién
formal constituye el niicleo 16gico-formal, manifiesta la estructura
profunda de la demostracion matemadtica, estructura permanente y,
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por ello, inmanente en las demostraciones realizadas en la Ma-
temética en todo tiempo y lugar. Quiero decir, cabe sostener que esta
nocién es, en el fondo, independiente a todos los compromisos sefia-
lados, propios tinicamente del momento clarificador y que, por ello,
puede desgajarse de los mismos. Es lo mantenido por algtin ldgico...
Y, sin embargo...

He indicado que el concepto de derivacion formal conduce al
hacer computacional en el sentido de que termina identificando razo-
nar con calcular y computar. El concepto de derivacién formal cae bajo
la nocién de sucesion de férmulas escritas en una conceptografia con-
venientemente elegida. Es concepcién en la cual prima, por ello, el ele-
mento iterativo numérico, aritmético, esencialmente discreto. Lo geo-
métrico espacial, lo topolégico queda radicalmente ausente de esta
nocién que manifiesta tinica y exclusivamente lo manipulativo confi-
guracional signico discreto, salvo en la exigencia minima del reconoci-
miento de la forma inscripcionista en la cual ese lenguaje se plasma.

Es una concepcién que viene subordinada por el papel del len-
guaje como velo, como elemento interpuesto entre el concepto y su
expresion; lenguaje que tanto en su pronunciacién como en su plas-
macion escrita requiere de lo discreto, de lo reiterable y del principio
de resolucién en partes que compongan el total, siempre como suce-
sién. Requiere, como en Teoria de la complejidad, pasar del Objeto a
una Descripcion del objeto y que esa descripcién se realice no a tra-
vés de imagenes —con predominio de lo geométrico y lo topoldgi-
co—, sino a través de un lenguaje signico escrito finito que permite
una aritmetizacion, por lo que se puede identificar la complejidad
del objeto con la complejidad de la descripcién y ésta con un nimero.

Concepcioén reduccionista no sélo de procesos, sino de objetos a
una aritmetizacion finita radical que se plasma incluso en quienes
pretenden una matematica «constructiva», de acuerdo con concep-
ciones finitistas como el constructivismo de Bishop apoyado en la
idea de que el hacer matematico global carece de contenido numéri-
co y, por ello, debe ser reconstruido constructiva, algoritmicamente,
para dotarle de dicho contenido numérico.
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Lo topolégico, lo espacial, con su continuidad asociada que sélo
puede darse y captarse mediante la imagen visual, queda ausente o,
como mucho, se intenta su subordinacién a lo discreto. Sin embargo,
el hacer matemético no queda reducido, en su totalidad, a lo discre-
to, sino que exige, en gran parte, de la captacién topolégica espacial
de la forma, de la imaginacién del espacio, hasta de la forma de los
signos en los cuales se materializa lo discreto... Es lo topolégico lo
que permite la captacion de elementos tan esenciales como la sime-
tria, semejanza, identidad...; o las transformaciones como traslacién,
homotecia, giro... El hacer matematico requiere, con Hilbert, de la
«imaginacién geométrica», con rechazo de reduccionismos numéri-
cos que se convierten en mera supersticion. Incluso un Célculo dife-
rencial que se centra en mayorar, minorar, acotar —en palabras de
Dieudonné— exige del lenguaje geométrico y de la imagen en el
plano para introducir «con sentido» las desigualdades numéricas per-
tinentes. Suprimir esta componente, reducir lo topolégico y el conti-
nuo a lo meramente discreto y computacional no es abarcar el total
del razonamiento matematico y, con ello, abarcar lo que pueda con-
siderarse una demostracién matematica, sino realizar una eleccién
reduccionista, previa a la propia conceptualizacién de la nocién deri-
vacién formal que, por ello, s6lo capta uno de sus aspectos posibles.

Pretender eliminar lo geométrico y topolégico no equivale a otra
cosa que a pretender la eliminacién de una de las raices del pensa-
miento matemaético, ya que lo continuo es irreducible a lo discreto, a
lo aritmético.

Irreducibilidad de lo geométrico, que cabe enfocar igualmente
desde lo algebraico: basta tener en cuenta que la Aritmética de los
niimeros naturales, por semianillo, viene soportada por la estructura
de semigrupo, mientras que lo geométrico viene soportado por la
estructura de grupo. Y un semigrupo no puede dar cuenta del total
de las propiedades del grupo, salvo un empobrecimiento radical.

Irreducibilidad que justifica las afirmaciones que realicé en 1.2.
de que los matemaéticos, en su hacer, siguen haciendo lo que Frege
les criticara tan duramente. Justifica la afirmacién de que la deriva-
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cién formal, la concepcién de demostracién de los logicos, no coinci-
de con la demostracién epistémica de los matematicos.

JAVIER DE LORENZO
Universidad de Valladolid
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